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NOMBRES COMPLEXES (1)
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En 1545, Jérome Cardan publie un ouvrage dans lequel on trouve pour la premiere fois une
formule donnant les solutions des équations du troisieme degré. Pour certaines d’entre elles,
lapplication de la formule faisant apparaitre I’expression v/—1 qui se simplifiait par miracle,
fournissant le bon résultat. Le mathématicien italien Rafacle Bombelli (1526-1573) propose
alors de créer de nouveau nombres, que I’on ne nomme pas encore nombres complexes, puis il
définit dessus des régles pour les opérations d’addition et multiplication. Un nouvel ensemble
de nombres était né!
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I Découverte de ’ensemble C

-
Il existe un ensemble de nombre, noté C, appelé ensemble des nombres complexes qui possede
les propriétés suivantes :

e C contient R.
e Dans C, on définit une multiplication et une addition qui suivent les mémes régles de
calcul que dans R.
e Dans cet ensemble C, il existe un nombre noté i, tel que 2 = —1.
e Tout élément z € C s’écrit de maniére unique z = a + b avec a et b réels.
\
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e On appelle forme algébrique d’un nombre complexe z ’écriture z = a + ib avec a et b
réels.

e Soit un nombre complexe z = a + ib, on appelle nombre complexe conjugué de z, le
nombre noté z, tel que Z = a — ib.
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e Le nombre a s’appelle la partie réelle et la nombre b s’appelle la partie imaginaire. On
note : Re(z) =a et Jm(z) =b

e Si ’on additionne un nombre complexe et son conjugué, on obtient le double de sa partie
réelle : z4+7Z = 2a

Exemple

Voici quelques exemples de nombres complexes :
e 2z = 2+ 3i la partie réelle est a = 2 et la partie imaginaire b = 3.
e 2z =1 —1i la partie réelle est a = 1 et la partie imaginaire b = —1.

e z = 2 est un réel et z = 2¢ est un imaginaire pur.

N
Opérations sur les nombres complexes : soit z = a + ib et 2/ = a’ + ib’ deux nombres
complexes (avec a, a’, bet b des réels). Alors :

o z+2 =(a+d)+i(b+ 1)
o 22/ = (ad' —bV') +i(ab + a'b)

Théoreme

J\_

Propriétés algébriques de 1’addition et de la multiplication dans C :
soit z =a+1ib, 2’ =a' + b et 2" =ad" +ib" avec a, d, a”, b, V et b” des réels.

e L’addition dans C :
> commutative : (a + ib) + (a’ +ib') = (a’ +ib') + (a + ib)
> associative : ((a +ib) + (a’ + i) + (¢ +ib") = (a +ib) + ((a’ + i) + (a”’ + V"))
> d’élément neutre 0 : a+ib+0=0+a+ib=a+ib
> tout élément posséde un opposé : (a + ib) + (—a —ib) = (a —a) +i(b—b) =0
e La multiplication dans C :
> commutative : (a +ib)(a’ + ') = (a’ + ib')(a + ib)
> associative : ((a +ib)(a’ 4+ ib'))(a” + ib") = (a + ib)((a’ 4+ V') (a” + V"))
> distributive par rapport a Paddition : ((a+1b) + (@’ +ib))(a” +ib") = (a” + ") ((a+
ib) 4+ (a' + b)) = (" +ib")(a + ib) + (a” +ib")(a’ + i)
> d’élément neutre 1 : (a +14b) x 1 =1 X (a +ib) = a +ib

Propriété

> tout élément posséde un inverse sauf 0.

Exemple

Démontrer les propriétés algébriques de ’addition et de la multiplication dans C.

e Il n’existe pas de relation d’ordre dans C qui prolonge celle de R, autrement dit, on ne
peut pas comparer deux nombres complexes si leurs parties imaginaires sont non nuls !

e On dit que ’ensemble C muni de ’addition et de la multiplication est un corps commutatif.

{
Inverse d’un nombre complexe non nul : soit z = a + ¢b un nombre complexe non nul.

1
Alors z admet un inverse que ’on note — et on a :
z

)
=
)
S
o
@

\|

1 1 a—1b B a—z'b_ a )

z a+ib (at+ib)(a—ib) a2+b>  aZ+ b2 IR
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Exercice : Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

a. z = 3—5i—(3i—4) d s 1
ST 9

b. z = (3—2i)(—1 + 5i) oy Lt
' 2—i

c. z=(2-3i)? f. 2= (20)13

e Deux nombres complexes sont égaux, si et seulement si, ils ont la méme partie réelle et la
méme partie imaginaire.
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e Un nombre complexe est nul, si et seulement si, sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont nulles.

II Découverte du plan complexe

-
Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O; u, 7) direct.
e A tout nombre complexe z = a + ib avec a € R et b € R, on associe son image, le point
M de coordonnées (a;b) et tout vecteur u(a;b).
e A tout point M(a;b) avec a € R et b € R, et & tout vecteur @ (a;b), on associe le nombre
complexe z = a + ib appelé affixe du point M et affixe du vecteur .
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Les nombres réels sont les affixes des points de ’axe des abscisses, que 1'on appelle donc axe o
réel. o
Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle, z = 0 + iy = iy est appelé un nombre [}
imaginaire pur. Les images de ces nombres sont les points de I'axe des ordonnées, que 1’on g'
appelle donc axe imaginaire (pur). >
\

Exercice : plan complexe

1
Placer les points A, B et C d’affixe respectif : 20 = —1—2i, zp =4 —iet zc =6+ 51 dans un repere

orthonormal (O; , 7) Placer ensuite z4, zZg et z¢.
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I1.1 Propriétés du conjugués

— N\
N °*zZ=2 F\_Z I £
:§ o 2+ =72+72 * <Z/> ?avecz# '
S _
= o
2 ¢ ZxF=Exd e Soit z = a+ib alors 2z = a® + b%.
o 1 1
° (2 :%avecz#() e neN, 27 = (z)"
y
N
On pose z = a +ib et 2/ = d’ + b’ avec a, da’, bet V' des réels.
ezZ=a+ib=a—ib=a+ib=2z
o 2+ =(a+ib)+(d +it) = (a+a)+i(b+V)=(ata)—i(b+V) = (a—ib)+(a'—ib) =
i -
IS o 22/ = (a+ib)(a/ +ib') = (aa’ — V) +i(al + a'b) = (ad’ —bb') —i(ab/ +a'b) = (a—1ib)(a’ —
2 i) =77
g 1 1 1 1
£ oz#O,zX:zx()leonc<>:
o z z Z
(@]
1 1 1 z
e 2#£0et 2/ #£0, 2x — =2z X (/):zx:z
z z 7
e 2z = (a+ib)(a—ib) = a® — (ib)? = a® + b
e Récurrence a partir du point 3.
J

Exemple

Soit z = a + ib avec a et b réels.

zZ—Zz
2%

z2+z .
Calculer , puis Que remarque-t-on ?

g Caractérisation d’un réel, d’un imaginaire pur Soit z un nombre complexe alors :
’g e 2cRssiz=1z
\ . Pyp—
g e 2ciRssiz=—z
-
Exemple

Démontrer le théoreme précédent.

IIT Formule du bindome de Newton

Le bindme de Newton :soita € Ret b e R

zn: (Z) a*b"F = (a + b)"

k=0
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n
On note pour tout entier naturel n la proposition P(n Z < > akpFk = (a+0)".
k=0

Initialisation :
rang n = 0.

0
<O> a’’ = (a +b)? = 1 La propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité :
Supposons P(n) vraie pour un certain rang n > 0 et montrons que cela implique P(n + 1)
vrai.

P(n) vraie <= kz_o <Z> a"o"F = (a+b)"

n

‘E’(@+b)2(k> a"o" ™ = (a + b)" T

k=0

— Z <Z>ak+1bn—k+z< > akFpr—k+1 — (a+b)"+1
_l’_

k=1

PR Iy 2 S Z ((k ﬁ 1) + (Z)) aFpr—(=1) _ (a+ b)n+1
k=1

n+1
n+1 aFpni—k n+1
=> b = (a+1D)

k
k=0
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Conclusion :
P(n) vraie => P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

En changeant b en —b dans la formule du binéme de Newton, on obtient le développement de

(a—b)" )
(a—b"=Y" <Z) aF(—p)"h
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IV Module et argument d’un nombre complexe

N
Soit dans le plan complexe un point M d’affixe z =a +ib, a € R, b € R.
e On appelle module de z le nombre réel positif va? + b2 noté |z|. Cette valeur est égale
a la distance OM.
e On appelle argument du nombre complexe non nul z, noté arg(z), toute mesure en
cos(f) = @
. : _ oYY ||
radians de I'angle orienté : = (,0M). On a donc b
sin (0) = ﬂ
<
§=
§=
c
= A .
8 s L M(z = a +1ib)
¢
A o2 |
NS |
7 arg(z) I
|
- | Ny,
(@) U a
J
Un nombre complexe non nul z a une infinité d’arguments : si 6 est un de ces argument, alors
tous les autres sont de la forme 6 + k27, k € Z.
On note arg(z) = 6 (modulo 27), ou arg(z) = 6 [27], ou encore, pour simplifier (mais alors par
abus de langage), arg(z) = 0.
N
Pour tout nombres complexes z et 2’ :
esiz=a+ibbacRetbeR, 2z = 2] =0a?+1?
\Q
@ e [z|]=0ssiz=0
s o | —z|=|z| et |Z]| = |7
2
& o |22/| = |2||¢] et 27| = |2|" et ||ZZ,|| = || avee (' #£0)
o |2+ 72| < |z| +|7| (inégalité triangulaire)
J
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soit z=a+ib,acRetbcRet 2 =a' +ib,d eRetb ¢ R

o 27 = (a+ib)(a—ib) =a®+b et |22 = VaZ + b2 = a2 + b?

|z] = 0 ssi Va2 +b2 = 0 ssi a® +b? = 0 ssi a2 = —b% or a et b sont deux réels, donc

a=0b=0.

o | — 2| =+/(—a)?+ (-b)2 = Va% + b? = |2| (méme raisonnement pour |z|).

o 22| = |(a + ib)(a’ + )| = |aa’ + iab + ia'b — bY| = \/(aa’ — V)2 + (aV/ + a'b)? et
|z]><\z’\ — \/@2 T b2><\/a’2 4 b2 = \/(a2 4 b2)(a/2 4 b/2) — \/a2a12 4 a2b’? T b2p/2 4 b2q2 =
V(aa’ — bb')2 + (ab/ + a'b)?

_ z 1 1 e | _ I#]

e Soit z#0, |-| =|z| x|-| =1Donc |-| = [ on en déduit immédiatement |— Tl

z z z z

e On montre par récurrence |z"| = |z|"

o [2+2)2 = (242)(Z+7) = [21*+|2/ P +22'+2'Z = |2*+[2 [P+2Re(22]) < |2*+]2/ [P+2]27] =
|21 + 127 + 202 2] = (2] + |2/])?

Donc |z + 2'|2 < (|z| + |#/|)? D'ou |z + 2/| < |2| + ||
Exemple

Représenter puis déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

a. 21 =141 b. zo=1—iV3 c. z3=—3i
Calculer :
a. |3 — 2| c. [V2+i —3i
T d |———
b. [=3i] (V2+1i)?

Placer les nombres complexes suivants dans le plan complexe :

™ 3
a. 21 tel que [21] = 2 et arg(z1) = By c. z3 tel que |z3| = 3 et arg(z3) = ZF
b. 2y tel que |z2| = 1 et arg(zq2) = % d. z4 tel que |z4] =4 et arg(zq4) = g

Exemple

Démontrer les inégalités suivantes : ||z| — |2/|| < |z + 2/| < |z| + |7/|

Mm™e Fournier 7 Nombres complexes (1)
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