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INTEGRATION

Leibniz étudie la philosophie, le droit et la théologie et ne se tourne que tardivement vers
les mathématiques. Dans les années 1670, il publie plusieurs articles dans lesquels on trouve
toutes les bases du calcul différentiel et du calcul intégral. Il propose des pistes innovantes dans
différents domaines des mathématiques qui seront reprises deux siécles plus tard dans la genese
de la théorie des ensembles et de la logique mathématique.

I Définition de l’'intégrale : aire sous la courbe

Soit f une fonction ”continue” et positive sur un
intervalle [a; b].

On note Cy sa représentation graphique dans un

repeére orthonormal (O; 7, j).

limité par la courbe Cy, 'axe des abscisses, et les
droites d’équations x = a et © = b.
d N

I
On cherche a déterminer ’aire du domaine D dé- I\\\

-
L’unité d’aire est donnée par le repére (O; i , j
I'unité d’aire est I’aire du rectangle OI K J.

):

)

b
Cette aire s’appelle I’intégrale de la fonction f de a a b; on la note / f(z)dx
a

Le ”z” dans ”dz” indique la variable par rapport a laquelle on effectue les calculs : c’est la
variable d’intégration.
C’est une variable dite muette : la lettre qui la désigne n’a pas d’importance :

/abf(x)dx:/abf(t)dt:/abf(u)du:/abf(a)da:

d
Cette notation est celle aussi rencontrée pour la dérivée (plus souvent en physique) : f/ = d—f,
x
) . . dg . dx
en électricité : i = & ou encore en mecanique : v = P

1.1 Exercices

Exercice 1

2
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x. Représenter Cy et calculer / f(x) de.
0
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Exercice 2 .

3
Calculer les intégrales I = / 2z —1)dz et J = / (—2t+ 3)dt.
1 -1

Exercice 3
Soit f la fonction définie sur R par l'expression f(x) = 2x + 1.

t
Déterminer de fagon explicite, pour tout réel ¢t > 0, la fonction F(t) = / f(x)de.
0

ITI Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

Une fonction f est continue en a si lim f(x) = f(a)
T—a
Une fonction est continue sur un intervalle si elle est continue en tout point de cet intervalle.

Définition

Une fonction est continue en un point lorsque f(z) prend des valeurs aussi proches que 1'on veut de
f(a) dés que z est suffisamment proche de a.

Elle est continue sur un intervalle entier si elle 'est en tous les points de celui-ci : graphiquement,
la courbe représentative d’une fonction continue est un trait “continu” obtenu “d’un seul trait”, sans

lever le crayon.

N
9 Les fonctions polyndémes, rationnelles, racines carrées, logarithme et exponentielle, et trigono-
fg métriques, sinus et cosinus, sont continues sur leur ensemble de définition.
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Pt Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a;b] et F' une primitive de f sur I, alors :
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II.1 Exercices

Exercice 1

372 4 67 + 4
Soit f la fonction définie sur I = [0; 00| par f(x) = m
éri i cfini 3¢ + 4z -
a. Vérifier que la fonction F' définie sur [ par F(z) = 1 est une primitive de f sur I.
x

1
b. En déduire la valeur de l'intégrale : / f(z)dx
0

Exercices 2
Calculer les intégrales :

cos(z) dx

2 1 2 4 9
a. / 2x dx c. / 2t + 3dt d. / 2% dx f. / dx
0 —1 0 2 x+1
3 1 ™
b. / 2z — 1dx e. / e’ dx g. /
1 0 0
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D’une maniere plus générale, pour une fonction f quelconque (continue mais pas forcément
positive), l'intégrale de f sur [a;b] est l'aire algébrique du domaine compris entre la courbe

représentative de f et 'axe des abscisses.
L’intégrale de f est la somme des aires algébriques des domaines sur lesquels f garde un signe

constant.

b
/ f(x)dz = aire(D1) — aire(Dy) + aire(Ds) — aire(Dy)

On convient de plus que / f(z)dz = / f(z)dz / f(z)dz = 0 En résumé,

lintégrale d’une fonction est l'aire algébrique, comptée positivement de gauche a droite (dans
le sens croissant sur ’axe des abscisses) et au-dessus de 'axe des abscisses.

Si on souhaite calculer une aire géométrique, on calcule 'intégrale de f sur chacun des sous
domaines ou f est de signe constant et on ajoute les valeurs absolues de ces aires.

I1.2 Exercices

Exercice 1
On considere la fonction f définie sur R par
f(z) = 2® — 2z — 3, et on note C; a courbe
représentative dans un repere orthonormé.

a. Donner le tableau de signes de f(z).

b. Calculer 'aire du domaine hachuré sur la
figure ci-contre.

Exercice 2 )
Soit la fonction f définie par f(x) = 322 — 4. Calculer I'intégrale / f(z)dx
0

Représenter I'allure de la courbe représentative de f et interpréter graphiquement le résultat

précédent.

-
Valeur moyenne d’une fonction :

Soit f continue sur [a;b], avec a < b, alors la valeur moyenne de f sur [a;b] est le nombre

b
:bia/ f(z)dx
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Mm™e Fournier 3 Intégration



Exercice
Calculer la valeur moyenne de chaque fonction sur I'intervalle donné :

a. f(x) = 2? sur [0;1] e. I(z) = 2 sur [0;3

b. g(x) = (2 —z)(x — 1) sur [—1;0] ) 3z 41 1%:2)

c. h(x) =e€" sur [0;1] 5

d. k(z) = e 3+ sur [-1;1] f. m(z) = (27 +3)2 sur [0; 1]

IIT Propriétés de ’intégrale

N
Pour toutes fonctions f et g continues sur [a; ] et tout réel A,
p= b b b
-g 3 / (f(a:)—i—g(w)) da::/ f(x)dx—i—/ g(x)dx
° b b
Q o / )\f(a:)dx:)\/ f(z)dx
a a )
Exercice
2 .2 23 2
CalculerI:/l(:L' —i—;)dm et J:/1<x2_2$+1)dx
N
Relation de Chasles :
‘Q Soit f une fonction continue sur [a; c|, et soit b
N8 un réel de [a; c], alors
=1
S . b ‘
a / f(x)dx:/ f(x)da:—i—/ f(z)dx
a a b
J
N
Positivité :
: :
s e Si f(xz) > 0 pour tout = € [a; b], alors / f(z)dx >0
e a
Q b
e Si f(z) <0 pour tout x € [a;b], alors / flx)dx <0
¢ J/
<
0 Ordre et inégalité :
Wl Soit f et g deux fonctions continues sur [a; b] telles que, pour tout z de [a;b], f(z) < g(x), alors
5 b b
& [ @< [gds
J
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IV Intégrale et primitive

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a € I.

Alors la fonction F' définie sur I par F(x / f(t)dt est I’'unique primitive de f sur [

yltL

N

s’annulant en a

(¢}
(=)
-
(0l
3
(¢}

Exercice 1 :

2
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = <

202 + 1
Déterminer une expression de la fonction F' définie par F'(t / f(x
Exercice 2 :
o1
Soit F' la fonction définie par F'(z) = / —5 dt.
o 1+t
Déterminer le sens de variation de F.

V Aire d’un domaine délimité par deux courbes

g
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b], alors I'aire du domaine délimité par

les courbes représentatives Cy et Cy de f et g et les droites d’équations z = a et x = b vaut

A= / v)) da

ou encore, en utilisant la linéarité de l'intégrale :

Az/abf(w)dm—/abg(x)dx

V.1 Exercices :

919udoad

\

Exercice 1 :
Dans un repére orthonormé, on considére le do-
maine D compris entre les courbes d’équations
y =T ety=2%
Déterminer l'aire du domaine D.
(On pourra se rappeler que y/z = z'/#, donc de
la forme z™, afin de chercher une primitive).

1/2

Exercice 2 :
Calculer les intégrales :

! 2 1 Loz41
1= d f. I= d 1= d

a /1(96 + 27 + ) /0 2z + 172 T j /o 2213

5 1 1 €1
bI:/3da: o 1 = /( _ kI:/lnxdaz

0 (l’+3)2 1 T
’ : )d L= [ et d
= Xz f— _I_

c. /0 (22 + 3)2 /_1(6 )

1 2 1 In3
d. :/ 213 drr h I:/ (x+1+ Jdr m I:/ 2z g,

1 r+1 In2

3 1 ) 1
e. :/0 (2z +1)3dx i. :/1(ma:$2)dx n.I:/O(eze_z)d:L“
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0. I:/S(cosx—sinx)d:c q. I:/3 cos(3t—|—%)d$ r. I:/3 5% da
0 z z

sin x

us

p. I = /3 cos(2x) dx
0

Exercice 3 :

4o — 2
Soit f la fonction définie sur |1;+o0[ par f(x) = :571
l’ —
Vérifi tout z de |1; +o0] f(z) 3+1
a. Vérifier que, pour tout x de |1; 400, on a f(x) = .
due p r+1 x-1
s . Y4r -2
b. En déduire la valeur de l'intégrale I = 1
2 I°—
Exercice 4 : :
Soit f la fonction définie sur R par l’expression f(x) = ew _T_ T
e
b X
Déterminer deux nombres réels a et b tels que, pour tout réel z, f(z) =a + 1 _E =
e
2
En déduire / f(z)dz.
0
Exercice 5 :
Soit f la fonction définie sur |0; 400 par f(z) =zlnx — x.
a. Déterminer la fonction dérivée f’ de f.
e
b. En déduire l'intégrale I = / Inzdx.
1
Exercice 6 :
. - 1 2 2 < urs
a. Montrer que la fonction F' définie sur ]0; +o00[ par F(z) = 2% Inz — i est une primitive

de la fonction f: 2z +— zlnz.

Ve
b. En déduire / rzlnxdx.
1
Exercice 7 :
On considere la fonction f définie sur R par f(t) = (2t + 1)e .
a. Vérifier que la fonction F définie sur R par F(t) = (=2t — 3)e™ ! est une primitive de f sur

R.

1
b. Calculer la valeur exacte de l'intégrale I = / f(t)dt.
0

c. On définie la fonction G pour z > 0 par G(x) = / f(t)dt.
0

(a) Déterminer la limite de f en +oo.

(b) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

(c) Tracer dans un repeére l'allure de la courbe représentative de la fonction f, et interpréter
a l’aide de ce graphique la valeur G(x) pour un nombre z > 0.

(d) Déterminer la limite de G en +o0.

Exercice 8 :
Calculer I’aire du domaine, hachuré sur la figure
ci-contre, délimité par les courbes représenta-
tives des fonctions f et g définies par
f(z) =23 +4 et g(x) = 322

Y

| L BT S
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Exercice 9 :
Une chainette est la courbe suivant laquelle se tend un fil homogene suspendu par ses extrémités
a deux points fixes.

On admet que que la chainette est la courbe représentative de la fonction f définie sur [—1; 1] par
2x —2z
e +e
fla) =T

a. Calculer la fonction dérivée f' de f.
b. Etudier alors le signe de f'(x) et dresser le tableau de variation de f.

Tracer allure de la chainette.

& o

On admet que la longueur L de la chainette (déformée et étirée sous 'action de son poids)
1
est égale a I'intégrale L = / V1+|[f(x)]?de.
-1

(a) En les calculant séparément, montrer que les deux expressions 1+ |f/(x)|? et |2f(z)|?
sont égales.

(b) En déduire la longueur L de la chainette.
Exercice 10 :

On considere la fonction g définie sur ]0;+oo[ par g(x) = 1 — 2Inz. On note C; sa courbe
représentative.

a. La courbe C, coupe I'axe des abscisses en un point d’abscisse .

Déterminer la valeur exacte du réel a.
b. Calculer la fonction dérivée ¢’ de g et dresser le tableau de variation de g.

c. Déduire de ce qui précede le signe de g(x) pour = > 0.
2lnz +1

Soit f la fonction définie sur ]0; 400 par f(z) =
x

a. Déterminer algli% f(x) et zll)riloof(x)

f(z)

b. Calculer f'(x) et montrer que f'(z) = —5~.
x

En déduire le sens de variation de f.

c. Déterminer une primitive F' de la fonction f sur |0;4o0].

1 1
(Indication : on pourra écrire f(z) =2 x — X Inxz + —).
x T

5
d. Soit I = / f(x)dz. Calculer I, et en donner une valeur approchée au centieme.
1
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