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VARIATION D’UNE FONCTION

Etude de fonction : Monotonie et extremums.

I.1 Monotonie d’une fonction

-

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

- Dire que f est croissante sur [ signifie que pour tous réels a et b de I : si a < b
alors f(a) < f(b).

- Dire que f est décroissante sur [ signifie que pour tous réels a et b de I : si a < b alors
fla) > f(b)

- Dire que f est constante sur [ signifie que pour tous réels a et b de I : f(a) = f(b)

- Dire que f est monotone sur [ signifie que f est soit croissante sur [, soit décroissante sur 1.

Exemples
Soit f la fonction définie sur Ry par f(x) = y/z. Sa courbe représentative est donnée ci-dessous.
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On remarque que pour des valeurs de x ordonnées (ordre croissant), les images par f sont dans
le méme ordre : 1 <4 et f(1) < f(4) car 1 < 2
On dit que la fonction f est croissante sur son ensemble de définition.

Intuitivement, on dit qu’une fonction est croissante lorsqu’en parcourant la courbe de la gauche
vers la droite, on « monte ». On dit qu’une fonction croissante conserve ’ordre.

On dit qu’'une fonction est décroissante lorsqu’en parcourant la courbe de la gauche vers
la droite, on « descend ». On dit qu'une fonction décroissante renverse 1’ordre
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1.2 Extremums d’une fonction

N
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. a et b deux nombres réels de 1.
Dire que f admet un maximum M en a, tel que f(a) = M, sur I signifie que pour tout
4 nombre réel x de l'intervalle I, f(x) < M
=]
-% Dire que f admet un minimum m en b, tel que f(b) = m, sur [ signifie que pour
laf tout nombre réel x de l'intervalle I, f(x) > m
Un extremum est soit un minimum, soit un maximum.
J

Exemple
Soit la fonction g définie sur R dont la représentation graphique et donnée ci-dessous :
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¢ admet un maximum M sur intervalle [—1, 0] atteint en (—0,5;1).
g admet un minimum m sur Uintervalle [0, 3] atteint en (2; —6).

1.3 Tableau de variations d’une fonction

Un tableau de variations résume les variations d’une fonction en faisant apparaitre les in-
tervalles ol elle est monotone et les éventuels extremums
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Exemple

On reprend la fonction g définie précédemment. g est croissante sur | — oo; —0, 5] , décroissante
sur [—0,5; 2] et croissante sur [2; 4o0].
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IT Fonctions affines et linéaires

-
Une fonction affine f est définie sur R par f(z) = mx + p ot m est le coefficient directeur
et p est Pordonnée a l’origine de la droite représentative. o
Lorsque p = 0, la fonction f définie par f(x) = maz est une fonction linéaire. o

S

La représentation graphique d’une fonction affine est une droite (passant par lorigine g'
si la fonction est linéaire). S
Dans le cas d’une fonction constante, cette droite est parallele a 'axe des abscisses.

\

e
Soit f une fonction affine définie sur R par f(x) = mzx + p. R
Sim > 0, f est croissante sur R. =
Sim <0, f est décroissante sur R. =
Sim =0, f est constante sur R o

\

e
Soient a et b deux nombres réels d’un intervalle I tel que a < b.

»)

f(b) — f(a) =mb+p— (ma+p)=mb+p—ma—p=m(b—a) o
Ora<bdoncb—a>0 g
Donc f(b) — f(a) est du signe de m. é
Si m > 0 alors f conserve l'ordre et f(b) — f(a) >0, f(b) > f(a), f est donc croissante. ]
Si m < 0 alors f inverse lordre et f(b) — f(a) <0, f(b) < f(a), f est donc décroissante. g-
Sim =0 alors f(b) — f(a) =0 donc f(b) = f(a) , f est donc constante. S

\
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Exemples

Soient d et d’ les droites représentatives des fonctions affines définies par :

(d):y=2x—-2

(d):y=-0,bz—1

Il est possible de tracer facilement une droite a partir de la donnée de son expression algébrique
et a l'inverse, il est également facile de déterminer I'expression algébrique d’une droite a partir
de sa représentation graphique.

v (dy ) .
74 2 est le coefficient directeur
2 (si on « avance en abscisse » de 1,
on « monte en ordonnée » de 2)
1 +2
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—2 est l'ordonnée a |'origine
(il se lit sur I'axe des ordonneées)

Si A(xa;ya) et B(xp;yp) sont deux points distincts de la droite (d) représentant la fonction f
définie sur R par f(z) = mz + p alors :

Propriété

YB —Ya
m = ———
TR —TA

: \
.g Soit une fonction affine définie par y = mx + p et A(xa;y4); B(xp;yp), deux points distincts

[\ de la droite représentative de cette fonction.

L

ys —ya = (map+p)— (mra+p)=m(rp —x4)

o

g Dot m = 48244
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ITITI Les fonctions de références

ITI.1 La fonction carrée

-
La fonction carré f est décroissante sur l'intervalle | — oo; 0] et croissante sur I'intervalle [0; +o0]
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Sur | —o00;0] si a < b alors f(a) > f(b).
Sur [0; +o0[ si a < b alors f(a) < f(b).
\
r
On pose : f(z) = 22.
Soit a et b deux nombres réels quelconques positifs tels que a < b. <
fb) = fla) =b*—a® = (b—a)(b+a) S
Orb—a>0eta+b>0donc f(b) — f(a) >0 3
Finalement si b > a > 0 alors f(b) > f(a) la fonction conserve l'ordre sur [0; +o0] elle est donc S
croissante sur cet intervalle. 3
2
(=)
=
La décroissance sur l'intervalle | — 0o; 0] est prouvée de la méme fagon en choisissant a et b deux <
nombres réels quelconques négatifs tels que a < b
N

IT1.2 La fonction inverse

-
La fonction inverse est décroissante sur U'intervalle | —oo; 0] et décroissante sur I'intervalle |0; +o0]
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La décroissance de la fonction inverse sur | — 0o; 0] et sur |0; +o0o| permet d’écrire 'inégalité
suivante pour a et b deux nombres réels de méme signe :
a<b+=1>1
\

La variation d’une fonction ne peut s’étudier que sur un intervalle. On ne peut donc pas évoquer
de décroissance sur | —oo; 0[U]0; +00[ qui n’est pas un intervalle mais conclure de maniére séparée
que la fonction inverse est décroissante sur U'intervalle | — co; 0] et décroissante sur I'intervalle
10; 4+-o00.

Mm=e Fournier 5 Variation d’une fonction



Soit f(z) = 1.

Soient a et b deux réels positifs avec a < b

f0) = fla) = — ;=

a—b<0etab>0

On en déduit que f(b) — f(a) <0

On peut donc conclure que f est décroissante sur ]0; 00|

On prouve de la méme fagon la décroissance sur | — oo; 0] en prenant a et b deux réels négatifs
avec a < b.
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I11.3 La fonction racine carrée
~
La fonction racine carrée est strictement croissante sur l'intervalle [0; 4+o00].
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La croissance de la fonction racine carrée sur [0; +oo[ permet d’écrire I'inégalité suivante pour
a et b deux nombres réels positifs :
a<b<=a<vb
J
Y N
M On pose f(z) = .
=] Soient a et b deux nombres réels positifs avec a < b.
- 2 2
T _ — _ _ (Wb—va)x(Vbtva) _ Vb —va© _ _b-a
i /() ~ fla)=Vb-va= Votva T Vbtva | Vbtva
Al o<b<e=b—0a>0
g On a donc finalement b > a <= f(b) > f(a)
a
N On a bien prouvé la croissance de la fonction racine carrée sur [0; +o0o[
J
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ITI.4 La fonction cube

-
La fonction cube est strictement croissante sur R
o
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La croissance de la fonction cube sur R permet d’écrire 'inégalité suivante pour a et b deux
nombres réels :
a<b<ea®<b’
4
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