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PRINCIPE DE RECURRENCE

Le raisonnement par récurrence est comme une suite de dominos. Si la propriété est vraie
au rang ng (i. e. le premier domino de numéro 0 tombe) et si sa véracité au rang n implique
celle au rang n + 1 (i. e. la chute du domino numéro n fait tomber le domino numéro n + 1)
alors la propriété est vraie pour tout entier (i. e. tous les dominos tombent).

Le principe de récurrence

Soit P(n) une propriété qui dépend d’un entier naturel n et ny € N un entier naturel fixé.
On suppose que la propriété P satisfait les deux conditions suivantes :

Initialisation :
P(np) est vraie.

Hérédité :
Quel que soit Pentier n > ng, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

Alors, pour tout entier n > ng P(n) est vraie.

On dit qu’une propriété est héréditaire a partir d’un certain rang si :

Propriété vraie au rang k = Propriété vraie au rang k+1
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Propriété

Exemple

Pour tout entier naturel n non nul, on considére la proposition P(n) suivante : 2" > n.

Initialisation :
rang n = 1 (car n non nul).
21 =2 > 1 La propriété est donc vraie au rang n = 1.

Hérédité :
Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n + 1) vrai.
P(n) vraie donc 2" >n
donc 2" x2>n x 2
donc 2"t > 2n
donc 2" ' >n4n>n+1
donc 2"l >n 41

Conclusion :
La propriété est héréditaire a partir du rang n = 1.
D’apres le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n > 0.

A L’initialisation est indispensable dans une démonstration par récurrence.

Exemple

Soit la suite (uy,) définie par up = 1 et pour tout n > 0, upt1 = /Tuy.
Démontrer les inégalités suivantes :

VvneN, 1<u, <7

Exemple

1
On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u,+; = §u” + 2 et ug = 2.

Démontrer que la suite est croissante.

L’inégalité de Bernoulli : Soit un nombre a positif

VneN, (1+a)">1+na
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Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P(n) suivante : (1 + a)"” > 1+ na.

Initialisation :
rang n = 0.
(1+a)?=1>140 x a La propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité :
Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+ 1) vrai.
P(n) vraie donc

donc

(1+a)
(1+a)
donc (14 a)"™ >14a+na+na
(1+a)
(1+a)
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">14+(n+1Da+na®>1+(n+1)a
"> 14 (n+1a

donc

donc

Conclusion :
La propriété est héréditaire a partir du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout entier naturel.
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