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PRIMITIVES

Inverse de la notion de dérivée, celle de primitive a joué un role essentiel dans le développement
du calcul différentiel et intégral. En sciences physiques, la vitesse est la dérivée de ’équation
du mouvement et une primitive de son accélération. Aussi des relation entre ces trois données
débouchent sur les équations différentielles, d’ou leur importance, mais aussi leur difficulté car
aucune théorie générale n’existe.

Notion de primitive d’une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I, une fonction F tel que F’ = f.

Exemple

On considere les fonctions suivantes :

f - R=oR F : R>R
T—dzr+l r— 22+ +1

Montrer que f est la fonction dérivée de la fonction F.
F est donc une primitive de f.

Deux primitives d’une méme fonction continue sur un intervalle different d’une constante.

N/

Soit F' et G deux primitives de la fonction f sur [.

Alors : F'(z) = f(x) et G'(z) = f(x).

Donc : F'(z) = G'(z) < F'(x) — G'(x) = 0, soit encore (F — G) (x) =0

La fonction F' — G possede une dérivée nulle sur I, elle est donc constante sur I.
On nomme C' cette constante. Ainsi : F(x) — G(xz) = C pour tout x de I.

On en déduit que les deux primitives de f different d’une constante.

Y4

f est une fonction définie sur un intervalle 1.
Si F' est une primitive de f sur I alors pour tout réel C, la fonction z — F(z) + C est aussi

une primitive de la fonction f sur I.

O
(¢}
=
=
=
(=}

=

9191doad

O
[¢D)
3
(=}
=
(2]
(=g
=
Q
<.
(=}
=

919udoad




F' est une primitive de f sur I.

On pose G(z) = F(x) + C.

(@) = (F(x) + C) = F/(2) + 0 = F'(x) = f(x)
Donc G est une primitive de f sur I.

Démonstratio

7

Exemple

a. Montrer que F(z) = 2% + 6z définie sur R est une primitive de la fonction f(z) = 2z + 6.
Donner 4 primitives différentes de la fonction f.

b. Soit f une fonction définie sur R par f(x) = 322 — 2u.

3

(a) Vérifier que la fonction F définie par F(z) = 23 — 22 est une primitive de f.

(b) Déterminer la fonction G primitive de f tel que G(1) = 3.

~
g Existence de primitives :
@ Soit f une fonction continue sur I. Alors f possede des primitives sur 1.
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g Soit f une fonction continue sur I. Etant donné zg € I et ¢y € R, il existe une unique primitive
’g F de f sur I telle que F(xg) = co.
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Exemple
. : e . e* (20 — 1)
Soit la fonction f définie sur R* par f(x) = —

2x
e
a. Démontrer que la fonction F' définie sur R* par F(x) = — est une primitive de f.
x

b. Déterminer la primitive G de la fonction f qui s’annule en z = 1.
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II Déterminer la primitive d’une fonction

IT1.1 Primitives usuelles

Fonction Primitive
f(x) =aaveca € R F(z) =ax
f(x) =2" avecn € N :n—li—l ntl
1 1
fla)=— F(z) = ——
f(x):%avecx>0 F(z) =In(x)
f(:r)—\/liavecx>0 F(z)=2x
f(t) = Acos (wt + ¢) f(t) = gsin (wt + ¢)
f(z) =¢€” F(z) =e"
f(t) = Asin (wt + ¢) avec w # 0 ft) = —é cos (wt + ¢) avec w # 0

Si F' est une primitive de f sur I, et G une primitive de g sur I : R
e F' + (G est une primitive de f + g sur I. -_.3
e )\F est une primitive de Af sur I avec A € R. S_-D,.:
([0}
Exemple
Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes :
flx) =a® flz) =23+ 6z —3 : 3
a. fr)=x e. Jlz)=2x x i. f(z)=—avecx >0
. U x
b. f(z) =62% —22% +3 f. f(t):—4sm(—t+§) 9
¢. f(a) = 7a® g fa)=a—2 e =7
3
d. f(x) = "Tcos (3t —m) h. f(:z:):3x2—ﬁ k. f(z)=>5cos (25t + )
Mm™e Fournier 3 Primitives



I1.2 Primitives de fonctions composées

Fonction Primitive
2u'u u?
u'e e

u/
— avec u >0 In (u)
U

Exemple

Exemple

Dans chaque cas, déterminer une primitive F' de la fonction f sur l'intervalle I.

a. flx) =23 —2zsur I =R d. f(z) =ze® sur I =R
b. f(z) =322 — % sur I =]0; o0 )
x
c. f(x)= 2z —5)(2®>—-5x+4)sur [ =R e. flz) = Bl I =]0; +o00]

IIT La méthode d’Euler

La méthode d’Euler permet d’obtenir une approximation de la valeur d’une primitive F' d’une
fonction f, au point d’abscisse x :

F(wiv1) = F(z;) + hf(z;)

On obtient ainsi les valeurs de la primitive de proche en proche.

Exemple

1
Soit f la fonction définie par f(z) = — sur [1;6] A 'aide de la méthode d’Euler et en prenant
x

un pas de 0,5 (donc h = 0.5), déterminer une approximation de la primitive F' de la fonction f
sur [1;6] tel que : F(1) =0
Représenter la primitive obtenue dans un repeére orthogonal sur l'intervalle [1;6].
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