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EQUATIONS POLYNOMIALES
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Le génial mathématicien Evariste Galois (1811-1832) a démontré, alors qu’il était encore
étudiant, qu’une équation polynomiale de degré cinq ne peut se résoudre par radicaux c’est a
dire qu’il n’existe pas de formule donnant les solutions en fonction de racines des coefficients.
Sa méthode de démonstration allait beaucoup plus loin que ce simple probleme puisqu’elle
a débouché sur la théorie des groupes qui est devenue la base de nombreuses branches des
mathématiques. Mort en duel a vingt ans, 'importance de ses écrits n’a été comprise que
quinze ans plus tard par Joseph Liouville.
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Notion de polynéme

On appelle fonction polyndéme a coefficients réels, ou plus simplement polyndéme, toute fonction
P de R dans R définie par :

Vz € R, P(z) = apz" + an 12" ' 4 ... + a1z + ag

ou n est un entier naturel et ag, ai,..., a, des réels.

Dans I’écriture ci-dessus les réels ag, a1, ..., a, sont appelés les coefficient du polynéme P.

On considére un polynéme P de la forme P(x) = apa™ + ap 12" ' + ... + a1z + ag, avec n € N
et ag, ai,..., ap € R. Si a, # 0, entier n est appelé le degré du polynéme P.

Un polynome de degré 0 est une fonction constante non nulle de la forme P(x) = a, avec
a # 0.

Un polynéme de degré 1 est une fonction affine de la forme P(x) = ax + b avec a # 0.

Un polynéme de degré 2 est un trindme du second degré de la forme P(z) = az? + bx + ¢
avec a # 0.
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Un polyndme est nul si, et seulement si, ses coefficients sont nuls.

Deux polynémes sont égaux si, et seulement si, ils ont les mémes coefficients.

On dit qu'un nombre (réel ou complexe) a est racine d'un polynéme P lorsque P(a) = 0.
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Exemple

On pose P(z) =323 — 22 — 2, Q(x) = 23 — 8 et R(z) = 2% + 1.
Alors 1 est racine de P, 2 est racine de @ et i est racine de R.

Soit P un polynéme et @ un nombre réel ou complexe. Le polyndéme P est factorisable par z —a
lorsque 1'on peut écrire P(z) = (x — a)Q(x), ou @ est un polynéme.

Définition

IT Solutions d’une équation polynomiale du second degré a coeffi-
cients réels.

N
On consideére I’équation du second degré (E) : az?+bz+c=0o0la, b, c € R avec a # 0. On
note A = b? — 4ac le discriminant du trinéme az? + bz + c.
e Si A >0, (F) admet deux solutions réelles distinctes :
—b+ VA —b—VA
z71=———"— 6t p=———
2a 2a
On a alors la factorisation suivante :
az? +bz+c=a(z— 21)(z — 22)
CIE.) e Si A =0, (F) admet une unique solution réelle dite double :
5
g P
= L .
On a alors la factorisation suivante :
az’ + bz +c=a(z — z)*
e Si A <0, (F) admet deux solutions complexes conjuguées :
—b+ivV—A . =b—iV-A
21 =—"—=®€e n=21=—"7--—-—
2a 2a
On a alors la factorisation suivante :
az? +bztc=a(z—21)(z — ) =a(z — 21)(z — 71
J
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On met le trindme sous sa forme canonique (classe de lere) :
b b —4

a22+bz+c:a(z—|—2—)2— ——
a

4a
En posant A = b — 4ac :
az’ +bz+c=0 E
= —)Y ==
alz + 2a) 4a é_
b, A y
= —) ' =— =
(z+ 2a) 4a? g'
S
Si A > 0 le résultat est immédiat.
b b
Si A = 0, 'équation peut s’écrire (z + —)? =0 d'oll z = ———.
2ba 2a
Si A < 0, I'équation peut s'écrire (z + —)% = i2>—— d’oil le résultat.
2a 4a?

Exemple

Résoudre dans C les équations suivantes :
a. 22+5=0
b. 224+324+4=0

Le théoreme précédent permet notamment de déterminer les racines d’'un polynéme de degré 2.
En notant A le discriminant d’un trinéme P(x) = az? + bz + c.

e Si A >0, P admet deux racines réelles distinctes;
e Si A =0, P admet une unique racine réelle (double) ;
e Si A <0, P admet deux racines complexes conjuguées.

Pour synthétiser, on parle alors des deux racines distinctes ou confondues d’'un polyndome de
degré 2

Soit 21 et 23 les racines (distinctes ou confondues) de I’équation du second degré az?+bz+c =0
oua, by ce Reta#0. Alors :

oyl

2WIRI09

C
212’225 et Zl+22:*a

III Factorisation d’un polynéme

-
Soit z et a deux nombres complexes, n un entier naturel non nul. Alors :
-
n—1 (%-\
2M—a"=(z—a)Z" 2" a4 2"+ 4 2d 4+ d" ) = (2 —a) Z 2R g
k=0 (SD
Donc 2" — a" = (z — a)Q(z) avec @ un polynoéme de degré n — 1.
\
Exemple
Appliquer la formule de factorisation avec z" et a = 1. (n € N* et z € C)
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Pour ce théoreme, nous allons voir deux démonstrations possibles :
Soit z € C, a € C et n € N*,

Méthode 1 :
n—1 n—1 n—1 n—1 n
(Z _ CL) Z Zn—l—kak — Z Zn—kak _ Z Zn—l—kak—i-l — Z Zn—kak _ Z Zn—kak Y N
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1
Méthode 2 :
Si a =0, le résultat est évident.
n—1 n—1 n—1 n—1 n
Sia=1, (¢ —1) Zznflfk = Zznfk — Zznflfk = Zznfk — Zz”fk =z"-1
n—1

Si a quelconque, on vient de montrer que 2" —1 = (2 — 1) Z Pttt L

k=0

Démonstration

z
En prenant — a la place de z
a

() =Gz (0

Donc en multipliant par a™ des deux cétés de 1’égalité :

n—1 » n—1—k
2" —a" = (z—a) g a" 1 x () x 1k
a

k=0
n—1
Finalement, 2" — a™ = (z — a) Z LR R
k=0
J
N
g Si P est un polynoéme de degré n € N* et a une racine de P, alors P est factorisable par z — a.
D
S P(z) = (z = a)Q(z)
£
ll  Avec (Q un polynoéme de degré n — 1.
/
Soit P un polyndéme de degré n € N*. Soit «g, aq,..., an € R les coefficients de P.
P(z) = Z apz®
k=0
Comme a est racine de P alors P(a) = 0.
n n n
_5 Donc P(z) = P(z) — P(a) = Z o2k — Zakak = Zak(zk —ab)
= k=0 k=0 k=0
.E Or nous avons déja vu et démontré que z¥ — a* = (2 — a)Qx(z) avec Qy, un polynéme de degré
4 1.
o n n
\g Donc P(a) = Z ap(z —a)Qr(z) = (2 — a) Z akQr(2)
Q k=0 k=0
n
Finalement, en notant Q(z) = Zaka(z) On obtient :
k=0
P(z) = (z = a0)Q(z)
avec () un polynéme de degré n — 1.
J
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Un polynéme de degré n € N admet au plus n racines. ;|
8\
=
(0l
3
o

\
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Nous allons démontrer ce résultat par récurrence.

Pour tout n € N on note :

P(n) : « Un polynéme de degré n a au plus n racines ».

Initialisation :

Un polynoéme de degré 0 est une fonction constante de la forme P(x) = a avec a # 0. Comme

a # 0, la fonction P ne s’annule jamais, donc P n’a aucune racine, ce qui montre que Py est

vraie.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain n > 0 et montrons que cela implique P(n + 1)

vraie.

Soit P un polynoéme de degré n + 1. On distingue deux cas. o
[¢D

e Si P n’a aucune racine, alors P(n + 1) est vraie puisque 0 < n + 1. 3
=}
e Si P a une racine a, alors P est factorisable par z — a, donc on peut écrire : 2
(g
=
P(2) = (2= 0)Q(2) s
S
Ou @ est un polynéme de degré n.
Si b est également une racine de P, alors
P(b) =0=(b—a)Q(b)
Donc a = b ou Q(b) = 0 et donc b est une racine de Q.
Or d’apres 'hypothese de récurrence, @ étant un polynome de degré n, il admet au plus
n racines. Il y a donc n + 1 possibilités pour b (b = a ou b est une des n racines de Q).
Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : P est héréditaire a partir du rang n = 0, donc d’apres le principe de récurrence,
P(n) est vraie pour tout n € N?
\

Exemple

Factoriser dans C le polynoéme P(z) = 23 + 22 + 42 + 4.

Exemple

Résoudre dans R I’équation 23 + 2% — 3z + 1 = 0.
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