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LIMITE DE FONCTION

Souvent surnommé le pere de 'analyse moderne Karl Weierstrass est un mathématicien
atypique. Il n’obtient un poste a l'université qu’a I’age de quarante-neuf ans. Il est pourtant
investi dans les recherches mathématiques des la fin de ses études. Il donne une définition de
la notion de limite ainsi que de celle de continuité trés proches de celles que nous utilisons
aujourd’hui. Il publie tres peu et ses découvertes sont connues aujourd’hui grace a ses éleves.

Limite a ’infini

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a;+oo[. On dit que

f a pour limite ¢/ € R en +0c0
et on note hlf f(z) = £ lorsque tout intervalle ouvert centré en ¢ contient toutes les
T—r+00

valeurs f(x) pourvu que z soit assez grand.

f a pour limite +0co0 en +oo

et on note liI_P f(z) = +oo lorsque tout intervalle ouvert de la forme |A;4o00| contient
T—r+00

toutes les valeurs f(z) pourvu que z soit assez grand.

f a pour limite —oco en +oo
et on note lirJlra f(z) = —oo lorsque tout intervalle ouvert de la forme | — oo, B[ contient
T—r+00

toutes les valeurs f(x) pourvu que z soit assez grand.

e On note indifféremment lim f(z) et lim f(x)
T——+00 “+oo

e On a des définitions analogues pour les limites réelles ou infinie en —oo.

e Lorsque f tend vers 0 en xy en gardant un signe positif (respectivement négatif), on note
lim f(z) =07 (respectivement lim f(xz)=07).
T—T0 T—T0
Exemple

On a représenté en noir ci-contre la fonction f 10
définie par f(z) =2+ 2 sur lintervalle ]0; 15].

En rouge, on a représenté la fonction constante 81
y=2.

On constate que la fonction f se rapproche ra- 61
pidement de la droite. Autrement dit, la dis- Al

tance entre la droite et la courbe représenta-

tive de f tend vers 0 lorsque x grandit. 9
On dit alors que la limite de la fonction f

lorsque x tend vers +oo est 2.
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e La droite d’équation y = L est asymptote horizontale a la courbe représentative de la

fonction f en 400 si lim f(z) = L.
T—+00

e La droite d’équation y = L est asymptote horizontale a la courbe représentative de la
fonction f en —oosi lim f(zx) =1L
T——00

Dans I'exemple ci-dessus, ’asymptote horizontale de f en +oo est y = 2.
On constate que la courbe se rapproche donc de son asymptote horizontale en +oc.

I.1 Limite infinie

Exemple

On a représenté en noir ci-contre la fonction f 1,000

définie par f(z) = 23 sur I'intervalle [0;20].
On constate que quelque soit le réel A choisit, 800 |
il est possible de trouver un x tel que f(z) soit
plus grand que A. 600 |

400 |

200 |

‘ x
5 10 15 20

e Une fonction qui tend vers 400 lorsque x tend vers +oo n’est pas obligatoirement crois-
sante !
Voici un exemple ci-dessous avec f(z) = 2cos(x) + = :

e Certaine fonction n’ont pas de limite lorsque x tend vers 400, c’est le cas par exemple
pour les fonction y = cos(z) et y = sin(z).
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II Limite en un réel

-
Soit f une fonction définie sur Dy et 29 € R une extrémité réelle de Dy. On dit que
f a pour limite +o0o en zg
et on note lim f(x) = +oo lorsque tout intervalle ouvert de la forme |A;+4o00| contient
T—T0
toutes les valeurs f(x) pourvu que x soit suffissamment proche de zg dans Dy. o
(¢
f a pour limite —oco en zg =
. . . S
et on note lim f(x) = —oo lorsque tout intervalle ouvert de la forme | — oo; B] contient &3
T—T0 ) 6'
toutes les valeurs f(x) pourvu que x soit suffissmment proche de zg dans Dy. S
f a pour limite ¢ en x
et on note lim f(x) = ¢ lorsque tout intervalle ouvert centré sur ¢ contient toutes les
Tr—TQ
valeurs f(x) pourvu que x soit suffisamment proche de z.
.
Exemple
On a représenté en rouge ci-dessous la fonction f définie sur R\{4} par f(z) = ——1;.
On constate que la fonction f tend vers +oo lorsque x se rapproche de 4.
6
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-
e La droite d’équation x = A avec A € R est asymptote verticale a la courbe représentative o
de la fonction f en A si lim f(z) = +oo. X
z—A E-
e La droite d’équation x = A avec A € R est asymptote verticale a la courbe représentative =3
de la fonction f en A si lim f(z) = —o0. o
z—A
\

Sabrina Fournier 3 Limite de fonction



éoreme

Th

‘0
-
‘O
‘=
(=}
o
=
(a8

Certaines fonctions n’ont pas la méme limite & " droite " ou a " gauche " de A.
1

Par exemple, la fonction f(z) = . a une limite a gauche de 0, et une limite a droite de O :

5

4

IIT Limites des fonctions usuelles

ITI.1 Limites & connaitre

N
Soit f une fonction usuelle c’est a dire une fonction polynomiale, la fonction racine carrée,
la, fonction exponentielle, la fonction sinus ou la fonction cosinus, et g € Dy un élément du
domaine de définition de f. Alors :
lim f(z) = f(zo)
T—T0
J
N
o lim z?2=+occet lim 2?=+oco
T—>—00 T—>+00
e Sin est pair, lim z" = lim 2" =400
T—>—00 T—r+00
o lim 23=—-coet lim 23 =+oc0
T—>—00 r—r+00
e Sin est impair, lim 2" = —oc et lim 2" =400
r——00 r—r+00
e lim /x =+
T—r+00 f
. 1 .
e lim —=0et lim — =0
T——00 I r——+00 I
e lim e*=0et lim €=+
T—r—00 r—r—+00
J
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e Sin est un entier strictement positif pair, lim — = lim — = +o0 =
z—0+t 2" z—0— " 8‘

: : : PR : o

e Sin est un entier strictement positif impair, lim — = +oco et lim — = —c0 3
z—0+ 2™ z—0— 2" o)

IV  Opérations sur les limites

Somme de limites : lim f(z) + g(x)
T—a

Soit L, la limite de la suite f(z), et L’ la limite de la suite g(z) lorsque z tend vers .

a peut désigner +00, —oo ou un réel a.

lim g(z)
T L'eR|L =400 | L =-00
lim f(z)
LeR L+L +o0 —00
L=+ 400 400 FI
L =—-o0 —00 FI —00
Produit de limites : lim f(x) x g(x)
r—a
lim g(z)
roo L'eR* | L'=0|L =+
lim f(z)
L eR* LxL 0 +oo
L= 0 0 FI
L =400 Fo00 FI Fo0
Quotient de limites : lim M
2 f@)
lim g(z)
oo L'eR* | L'=0| L =+o00
lim f(x)
Tr—x
L/
L eR* T 0 +o0
L=+ 0 0 FI

FI est une forme indéterminée.
+00 se détermine a l'aide de la regle des signes.

Soit w : I —— J une fonction définie dans un intervalle I et a valeurs dans Jet f : J — R
une fonction définie dans un intervalle J. Pour tout réel = € I, u(x) appartient a J de sorte que
lon peut calculer son image par f, le réel f(u(x)).

La fonction x — f(u(x)) est appelée la composée de u par f, on la note f owu.
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Soit a un élément ou une extrémité de I et S un élément ou une extrémité de J et £ un nombre
réel ou 4oo0.
Si lim u(x) = B et lim f(y) = £ alors lim (f o u)(x) = ¢.

T—ra y—5 T—a

Soit f, g, h trois fonctions définies sur un méme ensemble D, o un élément ou une extrémité
éventuellement infinie de D.

Théoréme d’encadrement :
Si pour tout x € D, g(x) < f(x) < h(x) et lim g(x) = lim h(x) = £ alors lim f(z) = ¢.

T— r—a T—a

Théoréme de comparaison :

e Si pour tout x € D, g(x) < f(x) et ligl g(x) = 400 alors ligl f(z) = +o0.
e Si pour tout x € D, f(z) < h(x) et liin h(z) = —oo alors lgrl f(z) = —o0.
Théoréme de prolongement des inégalités :
Si pour tout x € D, f(x) < g(z) et li_r)n flz)="Let li_r)n g(x) =1/ alors £ < 0'.

Théoréme des croissances comparées : pour n € N*

e* z™

o lim — =400 e Jlim — =0
z—4o00 ™ rz—+o00 e¥

e lim z2"e* =0
Tr—r—00
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e Pour démontrer ce théoreme, nous allons utiliser I'inégalité suivante : Vz € R, e¢* > 1+ x.
Pour cela, considérons la fonction définie sur R par f(x) = ¢* — 1 — x. La fonction f est
dérivable sur R comme somme de fonctions usuelles dérivables sur R. f'(z) = e — 1

x —00 0 —+00

+o0 +00

f(z) \ /

0

La fonction f admet un minimum en (0;0). On en déduit donc e —1—z > 0 <= e® > 1+x
e Soit x #0, e* > 14 x <= e” > z donc plus particulierement :

en%lz <:>ex2<

= — 2> —
n+1 n+1> "~ (n 4 1)ntt

Lorsque = tend vers +oo,

L
)
[eD)
3
(=)
=
o
0
=
(=)
=]
L

m diverge également vers +o0o. Par comparaison, o

diverge vers +o0.
n

Par inverse, on déduit la convergence de x—x vers 0.
e
z" (—x)™
- = (-1
(==z)"
—— = f(u(z)).

Pour le dernier résultat, il suffit d’écrire z"e”* =

n

-
En posant u(z) = —x et f(y) = y—y, on obtient g(z) =
e

o

xll}r_noou(a:) = 400 et yll}gloof(y) =0

11 vient donc par composition lim f(u(z)) =0 donc lim z"e® =0
T—r—00 T—r—00

Exemple
Calculer les limites suivantes :

a. lim (z—5)(3+ 2?) Vr—1-2

1— 22 r—5 r—5
b. lim i .
23 T — 1 g lim z+sin(z)
c. lim —32%+22% — 62 +1
Z—=+00 ) i ©C08 ()
. lim ———=
4 lim 20 —bx +1 ptoo 22+ 1

z—+oo 622 —5

e. lim Vo+1-—xz

r—r-+00

Exemple

Soit f la fonction définie sur ]1; 400 par f(z) = 1;
-z

. e+
lim

" z5doo e — g2

Démontrer que la courbe représentative de la fonction f admet des asymptotes dont on précisera

les équations.
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Exemple

1
Méthode de composition : Soit f la fonction définie sur ]5, +oo[ par : f(x) =4/2— —

Calculer la limite de la fonction f en +oo.

Exemple

Méthode de comparaison : Calculer la limite de f(z) = sin(x) + z lorsque x tend vers +o0.
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