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PRIMITIVES ET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Notion de primitive d’une fonction

2022 /9093

-

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
On appelle primitive de f sur I, une fonction F tel que F’' = f.

Exemple

On considére les fonctions suivantes :

f+RoR F :RoR

z—dz+1 =222+ +1

Montrer que f est la fonction dérivée de la fonction F.
F' est donc une primitive de f.

f est une fonction définie sur un intervalle 1.

Si F' est une primitive de f sur I alors pour tout réel C, la fonction x — F(z) + C est aussi

une primitive de la fonction f sur I.

F' est une primitive de f sur I.

On pose G(x) = F(x) + C.

G'(x) = (F(z) + C) = F'(x) + 0 = F'(z) = f(a)
Donc G est une primitive de f sur [I.

Exemple

a. Montrer que F(x) = 2% + 62 définie sur R est une primitive de la fonction f(x) = 2z + 6.

Donner 4 primitives différentes de la fonction f.
b. Soit f une fonction définie sur R par f(x) = 322 — 2u.
(a) Vérifier que la fonction F définie par F(z) = 23

(b) Déterminer la fonction G primitive de f tel que G(1) = 3.

— 22 est une primitive de f.
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II Déterminer la primitive d’une fonction

I1.1 Primitives usuelles

Fonction Primitive
f(x) =aaveca € R F(z) =ax
f(z) = 2™ avec n € N F(x):n—li—l e
1 1
f(a:):ﬁavecx;éo F(g;):_5
f(x):%avecx>0 F(z) =1n(x)
f($)—\/1§avecx>0 F(z)=2x
flx)=¢e" F(x)=¢e"
A .
f(t) = Acos (wt + @) f(t) = — sin (wt + @)
f(t) = Asin (wt + ¢) f(t) :—gcos(wt—kgb)

Si F' est une primitive de f sur I, et G une primitive de g sur I :
e F'+ (G est une primitive de f + g sur I.
e AF est une primitive de \f sur I avec A € R.
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Exemple
Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes :

a. f(x) =a c. f(z)="7a3 e. f(x)=2%+6x—3

b. f(z) =62% — 22243 d. f(z) ="Tcos (3t —m) f. f(t) = —4sin(—t+ g)

I1.2 Opérations et fonctions composées

u est une fonction dérivable sur un intervalle I.

Fonction Une primitive
2u'u u?
u'e ev
v In (u)
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Exemple

Dans chaque cas, déterminer une primitive F' de la fonction f sur l'intervalle I.

a. flx) =23 -2z sur I =R d. f(z) =ze” swr I =R
b. f(z) =322 — % sur I =]0; o0 )
x
c. f(x)=2z—-5)(2®>-5r+4)surI=R e. f(z)= B I =]0; +o0]

IIT Notion d’équations différentielles

Exemple

Une équation du type f’(z) = 5 est une équation différentielle d’inconnue une fonction, f(z).
Ici les solutions sont toutes les fonctions du type f(z) = 5z + k avec k € R

Donner toutes les solutions de I’équation différentielle suivante : — = 2x

dx

Vérifier que la fonction f(z) = 23 + 22 + 2 définie sur R est solution de 1’équation différentielle
suivante : f'(z) = 3z% + 2.

IV Equations différentielles et fonction exponentielle.

-
Les solutions de I'équation différentielle 3/ = ay avec a € R, sont les fonctions d’équation LY
y = Ce® avec C € R. 5
=
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Exemple
Résoudre complétement I'équation différentielle suivante 3y’ + 5y = 0. Donner alors I'unique
solution telle que y(1) = 2.
-
Soient f et g deux solutions de I’équation différentielle 4/ = ay avec a € R : B
e f + g est donc également solution de ’équation différentielle -g
o kf avec k € R est également solution de 1’équation différentielle. g:
\
V Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients
constants.
. 92 . . ’ . , . . . CEN ﬁ
Soit 1’équation différentielle y' = ay 4+ b. La fonction y = —— est une solution particuliére 3
a
constante de cette équation différentielle. g
(¢}
(g
(¢}

Démontrer la propriété ci-dessus.
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L’équation différentielle E : 4/ = ay + b avec a # 0 a pour solution les fonctions de la forme :

>

5= y = u(z) +v(x)

&

a u est la solution particuliere constante de E

v est une solution quelconque de ¢y = ay, appelée équation homogene.
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o Les solutions de 1’équation différentielle ' = ay + b sont les fonctions de la forme y = Ce® — —

I avec C € R.
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Exemple

Soit ’équation différentielle linéaire du premier ordre suivante : 3y’ —y = 6
a. Déterminer la forme générale des solutions de cette équation.

b. Donner alors I'unique solution tel que y(0) = 1.

VI Equation différentielle particuliére : un exemple pour comprendre

Soit I’équation différentielle suivante y” + w?y = 0. Les solutions de cette équation sont de la
forme y = C cos (wx) + Cy sin (wx) avec C) et Cy deux réels.

Propriété

Exemple

Résoudre 'équation différentielle y” 4+ 9y = 0 avec y(0) = 1 et 3/ (0) = 2
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