26/12,/2023 T'e spé

Corrigé : Exercices

DERIVATION

Exercice 1/28

Pour chaque question, préciser I’ensemble de dérivation et calculer la dérivée de la fonction f
définie ci-dessous.

3zt — 8z 20% — 5
L) = eya 5 @) =5
3 4 8 6. f(z)=xe”
2. f(x):_%c 2 53 :i
‘ 7. f(z) NG
3. f(z) =3cos(z) — 5812 (@) 8. flx) = (22 + 32+ 1)e®
4. f(z) = (42 — z)(3z — 1) Qf@%—%
Solution :
1. f'(z) =32% -2 6. f'(z) = (1+ x)e*
, .3 8 24
2. fll@)=55-3+ra P =L
5 cos (x) 6/
3. f'(z) = —3sin(z) — 5
4. f'(x) = 362 — 14z + 1 8. f(x) = (a® + 5u + 4)e”
, 622 + 4z + 15 — 3)e?
5 f(z) = T Brii? 9. f(z) = (z—3)e® xf)e

Exercice 2/28

Pour chaque question, préciser I’ensemble de dérivation et calculer la dérivée de la fonction f
définie ci-dessous.

1. f(x) =Bz +2—1)4 4 fz) = 3(2;:_ 7 7. f(z) = 4cos(3x) 1
2. f(x) =5va? —1 5-f@ﬂ—-<2x_1 3 8.f@j_4ﬁexp<—x>
T —5 2
3. fla)= 4% + 3 6. f(z) =av2Z T 322 9. flz) = <Sin C;))
Solution :
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1. f'(z) = 4(6z + 1)(322 + . — 1)3 6. f'(x) 62 +2
2 flz) = —2% ‘ V21322
ff2 -1 7. f'(x) = —12sin (3x)
3. fl(z) = —ge*x + 6ze3” 1
: —40 8. f'(x) = (20 + 1) exp <_>
4. f'(2) = 55— 7
32z +1)8

5. fi(a) = —27 22 L7 9. f(z) = —2 cos <3) sin (3)

(x —5)4 z? x x

Exercice 3/28

1. Soit f : z+—— (2% —9)/3 — 2. Préciser ensemble de définition D de la fonction f et
étudier la dérivabilité de f en 3.

2. Soit g : x+— |z|, la fonction valeur absolue définie sur R. Expliciter le taux d’acroisse-
ment de g en 0 pour x < 0 et z > 0, puis montrer que g n’est pas dérivable en 0.

Solution :
— f(3
e @)= )
r—3 r—3
2. Le taux d’accroissement a des limites différentes en 0™ et en 0~ la fonction n’est donc pas
dérivable en 0.

=0

Exercice 4/28

Soit r : @~ /x la fonction racine, définie sur R*.
1. Montrer que r n’est pas dérivable en 0. Que peut-on dire de sa courbe au point (0;0) ?
2. Soit ¢ : &+ 22 et la fonction produit p : — (c.r)(z) = ¢(x).r(x) = 22\/z. Etudier la
dérivabilité de p en 0.
3. Pour qu’'une fonction produit u.v soit dérivable en x, est-il nécessaire que u et v soient
dérivables en xq 7

Solution :

T 1
1or(e) = Y = L gion te résultat. .
N
2. 7(x) = z/z donc dérivable en 0...
3. D’apres le cours, si u et v sont dérivables en x(, alors u.v est dérivable en zg. La réciproque

est fausse.

Exercice 5/28

Pour chacune des fonctions définies ci-dessous sur R :
— Déterminer la fonction dérivée et étudier son signe sur R
— Dresser le tableau de variations de la fonction (préciser les limites aux bornes).

— Préciser les extremums et les tangentes horizontales éventuels.
1. f(z)=a2% 122 -8 3. f(z)=(2x +4)e”

1
2 f@)= 17

4. flx) = a2e 2
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Pour la premieére fonction, donner ’équation de la tangente a sa courbe représentative au point
d’abscisse 0.

Pour la deuxieme, donner I’équation de la tangente a sa courbe représentative au point d’abscisse
-1.

Solution :
1. f'(x) = 3(z — 2)(x + 2) maximum local en 12 et minimum local -20
-2
2. fl(x) = ﬁ maximum 1 et minimum 0.

3. f'(xr) = (22 + 6)e* minimum —2e~3

Exercice 6/28

Dériver la fonction f définie sur R par :
fla) = (22 +1)°

Solution :

Soit pour tout x € R, f(x) = (222 + 1)3. On pose u la fonction définie sur R par u(z) = 23 et
v la fonction définie sur R par v(z) = 222 + 1.

f(z) = v (u(z)) x v'(x) =3 x (222 + 1)% x 42 = 122(222% + 1)?

Exercice 7/28

Soit f la fonction définie sur | — oo; 3] par :
flz) =B -2)V3—u

Montrer que ’équation f(z) =5 admet une unique solution sur U'intervalle | — oo; 3].

Solution :f est continue et strictement décroissante sur I'intervalle | — co; 3] comme produit de
fonctions continues (la fonction racine carrée étant continue).
Par composition et produit de fonctions lim f(z) =400

T—r—00

7(3)=o.
5 € [0;+oo[. D’apres le corollaire du TVI, I’équation f(x) = 5 admet une unique solution sur
'intervalle | — oo; 3].

Exercice 8/28

Etudier la convexité de la fonction f : z+— 2 + 22 — 2z + 1

. 1 1
Solution : f”(x) = 6z + 2 la fonction est donc convexe sur [—g; +oo[ et concave sur | — oo; —g]

Exercice 9/28

Pour chacune des fonctions suivantes, donner le domaine de dérivabilité, puis calculer la fonction
dérivée.
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L. fi(z) = (5z*+1)7 4. filz) = et

2. fol) = fix) 5. fs(x) = e:v1+2

3. faz) = VT F 1 6. fol@) = Z==—=
Solution :

1. fi(z) =70z x (522 + 1)° 4. fi(z) = —5edet1

2. fé(x):=-—(51;?if1)8 5. fs(z) = 2;ii+j2

3. fa(z) = jf; 6. folz) = @2:)

Exercice 10/28

1
Soit f : x +—— x 4+ — définie sur R*. Déterminer le tableau de variations de f et en déduire
x

1 1
que : pour tout = €]0;4o00[, x + — > 2 et pour tout = €] — 00;0[, x + — < —2.
x x

Solution :La fonction f est dérivable sur R* comme somme de fonctions dérivables sur cet

intervalle.

1 (x —1)(x+1)

f/(f’f) =1- 22 = 2
T —00 -1 0 1 +0o0
-2 “+00 +00

variation \
de g \\\\\\\\X
—00 —00 2

—2 est le maximum local de la fonction f sur | — oo; 0], donc Va €] — 00;0[, f(x) < —2.
2 est le minimum local de la fonction f sur ]0; +o00[, donc Vz €]0; +o00], f(x) > 2.

Exercice 11/28

2. Montrer que Vz € [0; +00, exp (z) > 1+ x + %
3. En déduire que Vz > 0, exp (7) > g, puis déterminer la limite en +oo de &P (x)
x

Solution :

1. Soit f la fonction définie et deux fois dérivable sur R par f(z) = exp ().
Ve € R, f’(x) = e* > 0 la fonction est donc convexe sur R, elle est donc au-dessus de

toutes ses tangentes, et donc de sa tangente en 0 d’équation y = 1 + z. D’ou le résultat.
2

2. Etude de f(z) = exp (z) — % — 11—z

3. Utiliser la question 2.

4/12



26/12/2023 T!e spé

Exercice 12/28

Pour chaque question, étudier la limite en « de la fonction f définie ci-dessous en écrivant f(x)

sous la forme M, ou la fonction dérivable g est a préciser.
V3r —2-2 V3 — 2sin (z) T
1. =—— =2 . =—~* =
f(z) o ena 3. f(z) Sa— . =3
(2z+1)* -1 In (z)
2. =7 =-1 4. = =1
f(x) P en « f(x) :E_letoz
Solution :
1. fl(z) = 3 donc £ = 3
’ 2/3z — 2 4
2. f'(z) =8 x (2z + 1) donc ¢ = —8
1
3. f'(z) = cos (x) donc ¢ = —3
4. f(x) =1

Exercice 13/28

Pour chaque question, déterminer la convexité/concavité de la fonction f définie sur I ci-dessous.
1. f(z) = 2%+ 52+ 3¢ avec [ =R
2. f(x) =3cos(x) —sin(x) avec I = [—g;O]
3. f(x) =5y/x —4e” + 2 avec [ = R%
Solution :
1. convexe

2. concave

3. concave

Exercice 14/28

Etudier la convexité/concavité des quatre fonctions de l’exercice 5 et préciser les points d’in-
flexion de leurs courbes.

Solution :

1. f"(z) = 6x convexe sur ]0; +00| et concave sur | — oo; 0] point d’inflexion (0; —8).

2(322 — 1) 1 1 1
2. f"(x) = ————== la fonction est donc concave sur [———; —] et convexe sur | —oo; ———
f(i (1+22)3 [ %3¢§1 ] J?
et [—=; +oo|. Points d’inflexions d’abscisses respectives t = —— et t = —.
[wﬁi [ P V3 V3
3. f"(z) = (2z + 8)e” la fonction est concave sur | — 0o; —4] et convexe sur [—4;+oo[. Sa

courbe a un point d’inflexion de coordonnées (—4; —4e™4).

4. f"(z) = 2(22%—4x+1)e2* donc f est concave sur [z1; ¥2] avec o1 et x5 racines du trindme.
La fonction est convexe sur | — co;x1] et sur [zo; +oo[. Points d’inflexions d’abscisses x1
et xo.
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Exercice 15/28

En utilisant I'inégalité des tangentes, montrer les inégalités suivantes :

l.zeR, e* >ex 3.3:6Ri,1n(:r)§x—1
™ .
2.neN, zcRY, 2" > (n4+ 1)z —n 4.x€[0;§},sm(:z)§a:
Solution :

1. z —— e* est une fonction convexe sur R, elle est donc au-dessus de toutes ses tangentes,
et donc de sa tangente en 1 : e® > el(z — 1) +e!

2. x — 2™*! est une fonction convexe sur [0; +ocf, elle est donc au-dessus de toutes ses
tangentes, et donc de sa tangente en 1 : 2" > (n + 1)1"(x — 1) 4+ 1*F!

3. o — In(z) est une fonction concave sur |0;+oo], elle est donc en-dessous de toutes ses

1
tangentes, et donc de sa tangente en 1 : In (z) < I(:L’ —1)+1In(1).

. . ™
4. x — sin(x) est une fonction concave sur [O; —}, elle est donc en-dessous de toutes ses

tangentes, et donc de sa tangente en 0 : sin (x) < cos(0)(z — 0) + sin(0)

Exercice 16/28

7T .
On veut montrer que, pour tout x € [O; 5} , sin (z) >

1. Montrer que la fonction sin est concave sur [O;

2. En déduire 'inégalité proposée.

Solution :

1. Dérivée seconde négative sur [0; g}

2. Inégalité des cordes : f(Ax1 + (1 — N)xa) > Af(z1) + (1 — N) f(z2)
JOZ 4 (1= ) x0) 2 Af(5) + (1= N F(0)
sin(/\g F(1=X)x0)> )\sin(g) + (1 — A\)sin(0)
mn(Agd > A

2
En posant A = x x — on obtient I'inégalité demandée.
T

Exercice 17/28

1. Déterminer si les fonctions suivantes définies sur un intervalle I a préciser, sont convexes,
concaves ou non.

(a) fi(z) =2z +1 (d) falz) = vz
(b) folw) =t 1
(c) fs(x)=a? () fo(a) =~

2. Dans un repére, on considére la courbe C : y = 2% — 322 + 3z — 3.
Démontrer que C admet un point d’inflexion.
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Solution :
1. (a) fi(z) = 2z + 1 a la fois convexe et convexe sur [0; +o0o[
concave sur R (d) fa(x) =/ concave sur ]0; o0
- 1
(b) fa(z) = a” convexe (e) fs(x) = — concave sur | — oo;0[ et
x
(c) f3(z) = x° concave sur | — 00;0] et convexe sur |0; +00|

2. Soit f(z) = 2% — 322 + 3z — 3 alors f”(z) = 62 — 6. Tab de signes d’une fonction affine
croissante. Point d’inflexion en (—1; —2).

Exercice 18/28

Etudier le sens de variation de chacune des fonctions définies ci-dessous.
1. f est définie sur [2,5;4+o0[ par f(z) = v/2x — 5.
2. g est définie sur [0; +-o00[ par g(x) = (2¢/7 — 1)°
3. h est définie sur R par h(z) = v/322 + 1

Solution :
1. croissante
2. croissante

3. décroissante sur | — co; 0] puis croissante sur [0; 00|

Exercice 19/28

-
iP5 7).
1. Démontrer que la fonction exponentielle est convexe sur R.

Le plan est rapporté a un repere (O;

2. (a) Déterminer I’équation réduite de la tangente a la courbe représentative de la fonction
exponentielle en 0.

(b) En déduire I'inégalité pour tout réel z,

e*>x+1

Solution :
L (e")"=¢e*>0
2. (&) y=o+1
(b) la fonction exponentielle est convexe sur R, elle est donc au-dessus de toutes ses
tangentes : e > x + 1

Exercice 20/28

Soit f la fonction définie sur | — co; —2[U] — 2; +oo[ par :

B2+ r+1
T+ 2

fz) =

1. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2. Calculer f'(z).
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3. On note g la fonction définie sur R par :
g(x) =223 + 72° + 4z + 1

(a) Etudier les variations de la fonction g et dresser son tableau de variation complet.

(b) Montrer que I’équation g(z) = 0 admet une unique solution sur | — co; —2|, que I'on

notera a.
Donner un encadrement de o & 1072 pres.

(c¢) L’équation g(z) = 0 admet-elle d’autres solutions dans R ?

4. Dresser un tableau indiquant, en fonction de z, le signe de f'(z) et les variations de f.

Solution :
lim f(z)=+oc0et lim f(x)=—o0
T——2" z——27F
2 fla) = (Ba?+2z+1)(z+2)— (@3 +2?+2+1) 228+ T2? +4z+1
' B (x+2)? N (x4 2)?
1
x —00 -2 —= +00
3
5) +00
variation \ /
de g 10
3. (a) — 27
(b) Corollaire TVI —2,86 > o > —2,87
(c) Non
x —00 « -2 400
variation B 0 n n
de f
Signe \ /
de f’ ///////
4 f(a) —00

Exercice 21/28

On considere la fonction f définie sur R par :

f(z) =2t - ;xQ + 3z

1. (a) Calculer les limites de f en +o00 et en —co.
(b) Calculer pour tout réel z, f’(z). En remarquant de 1 est racine de f’(z), factoriser
au maximum f'(z).
(c) En déduire les variations de f.

2. Calculer pour tout réel z, f”(x). En déduire les intervalles oul f est convexe, concave et
les points d’inflexion de sa courbe représentative dans un repére du plan.
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Solution :
L (a) lim f(z)=+o0
, , 3. 1
(b) f'(z) =4z —7x+3:4(x—1)(a:+§)(37— 5)
(c) f est croissante sur [—5; 5] et sur [1;4o00[. f est décroissante sur [—oo; —5] et sur
27"

2. f"(x) =122% — 7= (V122 — V7) (V122 + V7).

/12 /12
La fonction f est convexe sur l'intervalle ] —00; — [ et sur l'intervalle ] = 400 |.
La fonction f est concave sur 'intervalle ] \/ e [

Sa courbe représentative admet deux points d’ 1nﬂex1on : le point de la courbe d’abscisse

/12 /12
-\ 7 et le point de la courbe d’abscisse -

Exercice 22/28

On considere la fonction f définie sur R par f(z) = e,
On note C sa courbe représentative dans un repeére.

1. Donner la limite de f est £oo.

2. Calculer pour tout réel z, f/'(z) et en déduire les variations de f.
3. Calculer et factoriser, pour tout réel x, f”(z).
4

. En déduire les intervalles ou f est convexe et concave et le(s) point(s) d’inflexion de sa
courbe représentative.

Solution :
bR S =
2. fl(x) = —2z¢=%" donc f est croissante sur | — 0o; 0] et décroissante sur [0; 4+00].
3. f'(x) = —2e7% +dae™ =277 (1 4 222) = 2¢7 (—1 + V22)(1 + 22)
1
4. f est convexe sur | — 0o; ——=| et sur |—; +o00|.
f ) - 001~ 5 et sur | o o
f est |- =il
est concave sur | — —; —|.
V2 V2 '
Deux points d’inflexion d’abscisses ©t = —— et * = —.

V2 V2

Exercice 23/28 : Probléeme : tangente hyperbolique

Dans un repére du plan ci-dessous, on a tracé la courbe représentative d’une fonction f.
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1. D’apres la courbe, donner le sens de variations de f, les limites en 400, les intervalles ou
f est concave/convexe et le(s) point(s) d’inflexion de la courbe.

2. La fonction représentée est la fonction appelée tangente hyperbolique, notée tanh définie

sur R par :

e —e %

tanhy = ——
et +e "
(a) Etablir ’encadrement de tanhz observé & la question 1.

(b) Démontrer que pour tout réel x,

1— —2x
tanhz = -—C
14+e 22
En déduire la limite de tanh en +oo.
(c) Démontrer que pour tout réel x,
2x
et —1
tanhl‘ = m

En déduire la limite de tanh en —oo.

(d) Montrer que, pour tout réel x, tanh’(z) = 1 — (tanh (x))? et en déduire les variations
de tanh.

(e) Calculer pour tout réel z, tanh”(z).
En déduire les intervalles ot tanh est convexe et concave et le(s) point(s) d’inflexion
de sa courbe représentative.

Solution :
1.
B _ —e % e —e % er B
2. (a) —eT" < e’ —e " <e” done < < car e +e ¥ #0
(b) ey et — o7 e:c(l _ 6—238) 1— 6—2z
anhz = = =

€T L e~ - ex(l 4 6—2:(:) 1 1L e 2=
A S =1
et — g% e—x(e2m o 1) eQac -1

Dé t tout réel z, tanhx = = =
(c) Démontrer que pour tout réel x, tanh i eaemil)  Eil

lim f(z)=-1
T—>—00
x —x\2 _ (L, _ ,—x\2
(d) tanh'z = (e +e(er)+€£i)2 ) =1 — (tanhz)?

f est croissante sur R.

(e) f est convexe sur | —oo; 0] et concave sur |0; +o0o[. Point d’inflexion d’abscisse = 0.
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Exercice 24/28 : Vrai ou faux

Si deux fonctions f et g ne sont pas dérivables en xq, alors la fonction produit f x g n’est
pas dérivable en xg.

. La fonction inverse est srtictement décroissante sur R* car sa dérivée est strictement

négative sur R*.

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I telles que pour tout x € I, f(x) < g(z)
alors pour tout = € I, f'(z) < ¢'(z).

. Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I telles que pour tout = € I f'(x) < ¢'(z)

alors pour tout =z € I, f(x) < g(z).

. Si une fonction dérivable est strictement croissante sur un intervalle I, alors sa fonction

dérivée est strictement positive sur I.

La courbe d’une fonction dérivable peut admettre une tangente horizontale en un point
sans que ce point sans que ce point corresponde a un extremum de la fonction.

Si une fonction est dérivable en x(, sa courbe représentative est toujours située soit au-
dessous, soit au-dessus de sa tangente, au voisinage du point d’abscisse xg.

8. La somme de deux fonctions convexes sur un intervalle I est une fonction convexe sur I.

9. Le produit de deux fonctions convexes sur un intervalle I est une fonction convexe sur I.

10.

La courbe d’une fonction peut admettre une infinité de points d’inflexion.

Exercice 25/28 : **

1.

2.

Soit g un réel fixé et f une fonction dérivable sur R telle que f(zg) est le maximum de
f sur R. On veut montrer que f’(x¢) = 0.

f(x) = f(o)
Tr — X
(b) En déduire le signe des limites a gauche et a droite du taux d’accroissement de f en

xo puis conclure.

(a) Etudier le signe de en distinguant les cas x < zg et x > .

Application : soit f : 2+ ax? + bx + 2 une fonction trinéme définie sur R.
Déterminer les réels a et b sachant que Q(1;3) est le sommet de la parabole représentative
de f.

Exercice 26/28 : *

Pour chaque question, déterminer la dérivée n—ieme sur I de f définie ci-dessous.

1.

f(z) = e** " avec I =R 2. f(z) = E avec I = R*
x

Exercice 27/28 : *

Soit f : x +—— exp (x?) définie sur R. Démontrer que la dérivée n—ieme (n € N) de f sur R
est de la forme f(")(x) = P, (x)exp (z2) ot P,(z) est un polynéme de degré n.

Exercice 28/28 : *

1.

En reconnaissant la limite d’un taux d’accroissement, démontrer que

si Yy —1
lim in (y) =1et lim € =
y—0 Yy y—0 Yy

1
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L o . . sin(2z) el
2. En déduire les limites suivantes : lim =1let lim ———
=0 2 =0  4x2

in (2 1— —2x
3. Transformer les écritures de f(z) = sm3( 2) et de g(x) = - pour faire apparaitre
x x

sin ey —1
une forme & (respectivement

), puis déterminer leurs limites en 0.

1
4. Déterminer la limite en a = +oc0 de f(z) = 22 sin <2>
x
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