18/09/2023 Tle spé

Corrigé : Exercices

RECURRENCE

Exercice 1/21

Démontrer par récurrence que la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par
Un+1 = VUn + 3 et ug = 0 est strictement croissante.

Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : up41 > up

Initialisation : rang n = 0.
u1 = v/3 > 0 = ug La propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
1) vrai.
P(n) vraie <= upt1 > up
— Upt1+ 3> u,+3
= \/un+1+3 > Vu, + 3
= Upyo > Unyl

Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du
rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn € N, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 2/21

On consideére la suite (u,) définie par ug = 2 et pour tout entier naturel n, u,+1 = 2u, — 3.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a u, = 3 — 2™.

Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : u, = 3 — 2".

Initialisation : rang n = 0.
up = 2 = 3 — 2° La propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
1) vrai.

P(n) vraie <= u, =3—-2"
= 2up =2 x (32"
= 2u, —3=2x(3-2") -3
= Upy] =3 — ontl
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Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du
rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn € N, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 3/21

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 10, on a 2™ > 100n.

Solution :Soit pour tout n > 10 la proposition P(n) suivante : 2" > 100n

Initialisation : rang n = 10.
110 = 210 = 1024 > 1000 La propriété est donc vraie au rang n = 10.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
1) vrai.
P(n) vraie <= 2" > 100n
— 2" > 200n > 1001 + 100 = 100(n + 1)

Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du
rang n = 10.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 10, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 4/21

n(n+1)

n
Démontrer 1’égalité suivante : Z k= 5

k=0

n
. . . . . 1
Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : Z k= n(n;—)
k=0
Initialisation : rang n = 0.
0x(0+1
(2+) = 0 La propriété est donc vraie au rang n = 0.
Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
1) vrai.
- n(n+1)
P i k= —-—
(n) vraie <= Z 5
k=0
= n(n+1)
= k l=——-+- 1
Z +n+ 5 +n+
k=0
n+1
n(n+1)+2n+2
= k=
> 3
k=0
n+1

<:>Zk: (n+1)2(n+2)
k=0

Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du
rang n = 0.
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D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 5/21

n
1— n+1
Démontrer 1’égalité suivante : Z ¢ = 1 avec q # 0.
k=0 N
n 1— qn+1
Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : Z ¢ = ~—
k=0 —4
Initialisation : rang n = 0.
1 —
176‘[ =1 = ¢° La propriété est donc vraie au rang n = 0.
—4q
Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
1) vrai.
n
1— qn+1
P(n) vraie <— b 1
(n) > g 4
k=0
n+l X 1— qn+1 1
— =——+ "
> g e
k=0
ntl 1 +1 n+2
l—g"" +q"" —¢q
k
<~ =
5
k=0
ntl 1— qn+2

(:)qu:71—q
k=0

Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du
rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 6/21

Soit une suite (u,) définie par uyp = 6 et pour tout entier naturel n par up+1 = 2u, — 5.
Démontrer que pour tout n, u, = 2" + 5.

Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : u, = 2" 4+ 5
Initialisation : rang n = 0.
up = 6 = 20 + 5 La propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
1) vrai.

P(n) vraie <= u, =2"+5
— 2u,—-5=2""14+10-5
= Uupy =2"T1 45

Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du
rang n = 0.
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D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 7/21

Un
14w,

Soit une suite (uy,) définie par up = 2 et pour tout entier naturel n par up41 =

2
2n+1°

Démontrer que pour tout n, u, =

2
2n+1

Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : u, =

Initialisation : rang n = 0.

ug = 2 La propriété est donc vraie au rang n = 0.

T 2x0+1
Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
1) vrai.

2

2n+1
24+2n+1

2n+1
1 2n+1

U, +1  2n+3
Up (2n+1) x2
up+1  (2n+3) x (2n+1)
2
2(n+1) +1

P(n) vraie <= u, =

— up+1=

<~ Unp+1 =

Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du
rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 8/21

Soit une suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout entier naturel n par u,+1 = /0.5u, + 8.
Démontrer que pour tout n, 0 < u,, < 4.

Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : 0 < u,, <4

Initialisation : rang n = 0.
ug = 0 La propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
1) vrai.
P(n) vraie <= 0<u, <4
<— 8 <0.5u, +8 <10
> 2v2 < /0.5u, + 8 < V10

:>0§un+1§4

Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du
rang n = 0.
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D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 9/21

Démontrer les formules suivantes :

1. VneN, Zk2 _ nn+1)(2n+1)

k=0 6
s n(n—+1)\2
2 wnen, 3o - (M)
k=0 2

Solution :
n(n+1)(2n+1)

1. Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : Z K =
k=0
Initialisation : rang n = 0.
0x (0+1)(2x0+1)
6
Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique
P(n+ 1) vrai.

= 0 La propriété est donc vraie au rang n = 0.

n(n+1)(2n+1)

P(n) vraie <— Z k? =

k=0
n+1
2 1
<:>Zk2 )6(n+ )—l—(n+1)2
o (n+1)(6n + 6+ 2n2 + n)
— > k=
2 ;
n+1 2
(n+1)(2n* 4+ Tn +6)
— ) k=
2 G
<=>T§k2 (n+1)(n+2)(2n + 3)
6
w1 (n+1)(n+2)(2n—+1)+1)
—= ) k=
2 ;

Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir
du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

n 2
1
2. Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : Z k3 = <n(n+))
k=0
Initialisation : rang n = 0.
0x(0+1)
2

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique

) = 0 La propriété est donc vraie au rang n = 0.
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P(n+1) vrai.

2

" 1)
P(n) vraie <= Zk‘g = < nx >
k=0
n+1 2
1)
= > K= ( n ) +(n+1)°
k=0

n+1
— Zk‘g _ nQ(n—i- 1)22—4(714- 1)3

n+1 2
+1)%(4n + 4 + n?)
PN o PR
Z I
n+1 2
5 (n+1)2%n+2)
<:>Zk 1
n+1 2
+1)(n+2)
k3 — n+bnrz
=3r= ("

Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir
du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 10/21

Démontrer la proposition suivante : Vn > 2, 5" > 4™ 4 3"

Solution :Soit pour tout n > 2 entier naturel la proposition P(n) suivante : 5" > 4™ 4 3™

Initialisation : rang n = 2.
52 = 25 = 42 + 32 La propriété est donc vraie au rang n = 2.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
1) vrai.
P(n) vraie <= 5" >4" 43"
— 5" > 5% 4" 45 % 3" > 47T 4 3n
Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du
rang n = 2.

D’apres le principe de récurrence : Vn > 2, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 11/21

Démontrer que pour tout n entier naturel, 8" — 1 est divisible par 7.

Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : 8 — 1 = 7k avec k un
entier.
Initialisation : rang n = 0.

80 — 1 =0 x 7 La propriété est donc vraie au rang n = 0.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
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1) vrai.

P(n) vraie <= 8" —1="7k
— 8" =Tk+1
—= 8" =7 x8k+8
= 8Tl =7 8k +T7T+1
—= 8Tl =7 x (8k+1)+1
—= 8"l 1 =7Tx 8k +1)
<= 8" —1=7xk Enposant k' =8k+1

Conclusion : P(n) vraie = P(n + 1) vraie. La propriété est donc héréditaire a partir du
rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 12/21 : Récurrence double (hors programme)

Soit une suite (u,,) définie par ug = 2 et u; = 3 et pour tout entier naturel n, uy,+2 = 3tp1—2Up.
Démontrer que pour tout n € N, u,, =1 + 2™,

Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : u, = 1 + 2".

Initialisation : rang n =0et n = 1.
up = 1 + 2% = 2 La propriété est donc vraie au rang n = 0.
uy = 1+ 2! = 3 La propriété est donc vraie au rang n = 1.

Hérédité : Supposons P(n) et P(n + 1) vraies pour un certain rang n et montrons que cela
implique P(n + 2) vrai.
P(n) et P(n+1) vraies <= u, = 1+ 2" et u,1q = 1 + 2"
= By — 2, =3+ 3 x 27T 2 _9nfl
= Upyo = 14+2"T X (3-1)
= Upyo =1+ 272
Conclusion : P(n) et P(n+ 1) vraies = P(n +2) vraie. La propriété est donc héréditaire.

D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 13/21 : Exercices supplémentaires

On définit la suite (u,) par u; = 1 et pour tout n € N*, w,y1 = u, +2n+ 1.
Démontrer que pour n > 0, u, = n?

Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : u, = n?.

Initialisation : rang n = 1.
up =1 et 12 =1 donc P(1) est vraie.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+
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1) vrai.

P(n) vraie <= u, = n*

—u,+2n+1=n>4+2n+1
= Upy1 = (n+1)?
Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 1.

D’apres le principe de récurrence : Vn > 1, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 14/21

1
1. Soit une suite (u,) définie par ug = 8 et pour tout entier naturel n, u,11 = Zun +3

(a) Démontrer que, pour tout entier n € N, w11 < uy,.

(b) En déduire le sens de variation de la suite (uy,).

1
2. Soit une suite (vy,) définie par vg = 3 et pour tout entier naturel n, v, = 5”” + 4.

(a) Démontrer que, pour tout entier n € N, v,11 > vy,

(b) En déduire le sens de variation de la suite (vy,).

Solution :
1. (a) Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : tup+1 < Up.
Initialisation : rang n = 0.
ug = 8 et u; = 5 donc P(0) est vraie.
Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela
implique P(n + 1) vrai.

P(n) vraie <= up+1 < uy
1 1
= —Upt1 +3 < —up +3
4 4
> Up42 < Uptl

Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.
(b) La suite (uy,) est donc décroissante.
2. (a) Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : vy11 > v,.
Initialisation : rang n = 0.
vo = 3 et v1 =5 donc P(0) est vraie.
Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela
implique P(n + 1) vrai.
P(n) vraie <= vp41 > vy
1 1
<— §””+1+4 > gvn+4
<> Unt2 2 Uptl

Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.
(b) La suite (vy,) est donc décroissante.
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Exercice 15/21

n
1 2
Démontrer que, pour tout entier naturel n, Z k(k+1) = nin+ ;(n +2)

k=0

n
Solution :Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : Zk(k +1) =
k=0

n(n+1)(n+2)
3 .
Initialisation : rang n = 0.

1 2
0x (0 +3 )(0+2) = 0 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique P(n+

1) vrai.

(n+1)(n+2)

P(n) vraie < ik(k +1)= r

3

k=0

nHkkz ) ~n(n+1)(n+2) ) 5
<:>kzo(+)— 3 +(n+1)(n+2)

n+1
@gk(lﬁ_i_l):n(n—i-l;(n—i—%+3(n+1§(n+2)

n+1
¢j§5Mk+D:(n+D@§ﬂﬂn+$

k=0

Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 16/21 : Initialisation

Soit une suite (u,) définie par uy = 2 et pour tout entier naturel n, up4+1 = 3u, — 12.
Pour tout n € N, on note P(n) la proposition : « u, =6 ».

1. Vérifier que P(0) et P(1) sont fausses.
2. Montrer que P(n) est héréditaire.

3. Que peut-on en conclure ?

Solution :
1. P(0) est fausse de manieére évidente et u; = —6 donc P(1) est également fausse.

2. Supposons P(n) vraie et montrons que P(n = 1) est alors également vraie.

P(n) vraie <= u, =6
< Upt1 =6x3—-12=6

La propriété est donc héréditaire.

3. 1l est indispensable d’initialiser correctement une récurrence.
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Exercice 17/21

1. Démontrer que pour tout entier n >3, (n+1)? > 2n + 6.
2. Démontrer que pour tout entier n € N, n? +n + 2 est un nombre pair.

3. Démontrer que pour tout réel z >3, (z —1)2 >z + 1.

Solution :
1. (n+1)2>2n+6<=n%?—-5>0o0rn>3. Dou le résultat.
2. Disjonction des cas pour n pair et n impair.
3. (r—1)2>2+1<=z(x—3)>0orz>3. Dot le résultat.

Exercice 18/21

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 223 — 222 + 2 — 2 et (un)nen la suite définie par
up = 1 et la relation u, 41 = f(u,) pour tout entier naturel n.

1. Déterminer f’(x) puis étudier les variations de f sur R.
2. (a) Calculer u;

(b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,+; =< u,. En déduire le
sens de variation de (uy,).

Solution :
1. f'(x) =622 —4x + 1. Or A < 0 donc f/(x) > 0 donc la fonction f est croissante.
2. (a) up =-1
(b) Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : w1 < up.

Initialisation : rang n = 0.
u1 < ug donc P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela
implique P(n + 1) vrai.
P(n) vraie <= up+1 < up

= flunt1) < f(un)
< Upt2 < Uptl

Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 0.

D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

Exercice 19/21

3
Soit une suite (u,) définie par uy = 0.7 et pour tout entier naturel n, u,11 = H—LQTL
Un,
3
1. Soit f la fonction définie sur [0; +-o00[ par f(x) = . _::2 .
x

(a) Etudier les variations de f sur [0; +-o0l.
(b) En déduire que si z € [0;1] alors f(z) € [0;1].
2. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1.

3. Déterminer le sens de variation de la suite (uy,).
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Solution :
1+ 2z) — 2
1. (a) fl(z) = 3( %—(1?2x;}>2$ X2 § +32$)2 la fonction f est donc croissante.
(b) f(0)=0et f(1) =1 d’ou le résultat.

2. Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : 0 < u, < 1.

Initialisation : rang n = 0.
ug = 0,7 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique
P(n+1) vrai.

P(n) vraie <= 0<u, <1

= f(0) < fun) < f(1)

<:>0§un+1§1

Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

3. Calculer Un+1
Un

> 1 la suite est croissante.

Exercice 20/21

1. Soit une suite (u,) définie par ug = 3 et pour tout entier naturel n, u,4+; = 2u, — 1.
Démontrer que pour tout n € N, u, = 2"+ 4 1.

14 2v,

2+ v,

2. Soit une suite (vy,) définie par vg = 0 et pour tout entier naturel n, v, =
Démontrer que pour tout n € N, 0 <wv, < 1.

3. Soit une suite (wy,) définie par wy = 1 et pour tout entier naturel n, w,11 = /1 + wy,.
Démontrer que la suite (wy,) est croissante.

4. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4 > 1 + 3n.

Solution :
1. Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : u, = 2"+! 4+ 1.

Initialisation : rang n = 0.
2! + 1 =3 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique
P(n+1) vrai.
P(n) vraie <= u, =2""1 +1
= 2u,—1=2""2 4121

= upp = 2" 41

Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

2. Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : 0 < v, < 1.

Initialisation : rang n = 0.
P(0) est vraie de maniére évidente.
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Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique
P(n+ 1) vrai.

P(n) vraie <= 0<wv, <1
= 2<240,<3

et d’autre part :
P(n) vraie <= 0<wv, <1

<—1<1+2v,<3

Finalement,

Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

3. Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : wy11 > w,.

Initialisation : rang n = 0.
wp = 1 et w; = v/2 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique
P(n+ 1) vrai.
P(n) vraie <= wp41 > wy,

— \/1+wn+1 > \/1+wn
= Wnp42 = Wptl

Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 0.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.

4. Soit pour tout n entier naturel la proposition P(n) suivante : 4" > 1 + 3n.

Initialisation : rang n = 0.
49=1et w; =1+3x0=1donc P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons P(n) vraie pour un certain rang n et montrons que cela implique
P(n+1) vrai.
P(n) vraie <= 4">1+43n
= 4"l > 44 12n
= 4" >4 43n=14+3n+1)
Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 0.

D’apres le principe de récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.
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Exercice 21/21 : Récurrence forte (hors programme)

Montrer que tout entier naturel supérieur ou égal & 2 possede un diviseur premier.

Solution :Soit pour tout m > 2 entier naturel la proposition P(n) suivante : « n admet un
diviseur premier ».
Initialisation : rang n = 2.
2 est un nombre premier donc P(2) est vraie.
Hérédité : Supposons P(k) vraie pour tous les k € [2;n] avec un certain n € N et montrons
que cela implique P(n + 1) vrai.

— Si n+1 est un nombre premier alors le résultat est immédiat.
— Sin+ 1 n’est pas un nombre premier alors il est divisible par un certain m € [[2, n]].
Or m est divisible par un nombre premier p d’apres I’hypothese de récurrence. Donc
n+1 est également divisible par ce nombre premier p. D’ou1 n 4+ 1 admet un diviseur
premier.
Conclusion : La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 2.
D’apres le principe de récurrence : Vn > 2, P(n) est vraie.
La propriété est ainsi démontrée.
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