03/01/2024 T'e spé

Corrigé : Exercices

Ay

w2 COSINUS ET SINUS

Exercice 1/23

17 17
En utilisant la notion de mesure principale, donner les valeurs de cos (;) et sin (Sﬂ>

. 177 s 1
Solution :cos (3) = cos (67r - §> =3
. ™ V3
sin <> = sin (67r — §> =5
Exercice 2/23
Simplifier I’expression suivante :
. (3 T . T
A(z) = sin <2 —x) + cos (7 + ) + cos <§+$> + sin (;1:— 5)

. . [ 3m T . s . s
Solution :A(x) = sin — &) +cos (7 + x)+cos <§ + ZL‘) +sin <x - 5) = sin (7r o= :U) +

cos (7 + x) + cos <g+x) + sin (:z— g) = —sin (z) — 3 cos (z)

Exercice 3/23

Transformer cos (3z) et sin (3x) comme des expressions polynomiales, respectivement en cos (z),
et sin (z).

Solution :cos (3x) = cos (z)(cos?(x) — sin? (z)) — sin (z)(2sin (x) cos (z)) = cos? (x) — cos (z) +
cos® (z) — 2(1 — cos? (z)) cos (z) = 4 cos? (z) — 3cos ()

De la méme facon :

sin (3z) = 3sin (z) — 4sin? (z)

Exercice 4/23

Linéariser (exprimer sans exposants),
cos®(x)
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Solution :cos?(z) = cos? (z) cos (z) = %COS (x)(1 4 cos (2z)) = %COS (x) + %cos (x)cos (2z) =
1 1 3 1
5 cos (x) + Z(COS (3x) 4 cos (z)) = 7 608 (x) + 7508 (3x)

Exercice 5/23

Factoriser (écrire sous forme de produit),

f(z) = sin (x) + sin (2x) + sin (3z) + sin (4x)

Solution :f(z) = sin(z) + sin (2z) + sin (3z) + sin (4z) = (sin (z) + sin (42)) + (sin (2z) +

sin (3z)) = 2sin <5;> cos (32:”> + 2sin (52:”> cos (g) — 2sin (5;> (cos (g) + cos (‘?)) _
2sin (52”3> 2 cos (22) cos (z) = 4sin (52”3> cos (%) cos (x)

Exercice 6/23

Résoudre dans R 1’équation

(2 n W) L
COS e — = ——
6 5

. 1 2 2
Solution :cos <2x+z) = —— <:>2:L‘—{—E = £+2k77 ou 2$+E _ 7 + 2%k

6 2 6 3 6 3
T T
D = — = ——
onc 4+k7rou:c 12+k7r

Exercice 7/23

Résoudre dans [0; 27] I'inéquation

2sin (z) — V3 <0

. 3 2
Solution :2sin (z) — v/3 < 0 <= sin (z) < \2[ S A [0; g[u] ;;271‘:|
Exercice 8/23
Résoudre dans R I’équation trigonométrique
cos (x) +sin(x) =1
s T V2 T T

lution :v/2cos (z— ) =1 (e-5) =% ST T S
Solution :v/2cos (z 1 < cos(x 1 2<:>:1: 1 4—1— km ou x 1
T 2kr

4

Donc:c:g+2k7roum:2k7r
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Exercice 9/23

N

Résoudre dans | — ;7] I'inéquation cos (z) <

Solution :cos (z) = % <= cos (z) = cos (%) ou cos (z) = cos (—g)
N e

Exercice 10/23

Déterminer de deux fagons différentes la limite en +oco de la fonction f définie sur ]0; +o00] par :

cos(z) —1
fla) = <2
Solution :
Méthode 1 : utiliser le taux d’accroissement.
Méthode 2 : théoréme des gendarmes.
Exercice 11/23 : *
Etudier la limite suivante :
cos (z) —1

lim

=0  sin (z)

Solution :
lim@ — lim (y/cos (x) — 1)(y/cos (z) + 1) ~ lim cos(z) —1 N
=0 sin (z) z—0 sin (z)(y/cos (z) + 1) 70 T sin (z)
L,

cos (x) + 1

Exercice 12/23

Soit la fonction définie par f(x) = 2_7_12(5:2:):)

Montrer que f est 27 périodique.
Montrer que f est impaire.
Sur quel intervalle I peut-on alors réduire 1’étude de la fonction ?

Comment obtenir alors la représentation graphique compléte de la fonction ?

ok N

Etudier la fonction sur lintervalle I.

Solution :

1 flo+2m) = sin(z +27)  sin(x)

2+cos(x+2m) 2+ cos ()
_osin(—z) sin (z)

2 (=) = 2+cos(—z)  2+4cos(z) /(@)

3. I =10;m7]

= f(x).

- —
4. Etude sur I puis symétrie par rapport a O, et translation de 27 7 .
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5.

f est dérivable sur I, comme quotient de fonctions dérivables sur I. Pour tout = € I,

_ cos (2)(2+ cos (z)) +sin ()  2cos(z)+1

fix) = (2 + cos (z))? B (2 + cos (z))?

Pour connaitre le signe de f’(x), nous allons résoudre I'inéquation suivante :

1
2cos(z)+1>0 <= cos(z) > )

2
Donc dans I, on a z < %

o[ [l

0 0

Exercice 13/23

Réduire autant que possible le domaine d’étude de la fonction définie sur R par f(z) = sin? (4x).

Solution :

7
Fonction paire et 1 périodique : I = [0;

]

m
8

Exercice 14/23

Soit la fonction définie sur R par f(x) = cos (2z) — 2 cos (z).

1.

Al o

Montrer que f est 27 périodique.

Montrer que f est paire.

En déduire un intervalle I d’étude suffisant.
Donner le tableau de variation de f sur I.

Tracer alors Cy, courbe représentative de f, sur [—2m; 27| en utilisant vos réponses aux
questions précédentes.

Solution :

1.
2.
3.

f(x +27) = cos (22 4 4m) — 2 cos (z + 2m) = cos (2z) — 2cos (x) = f(x)
f(=x) = cos (—2x) — 2 cos (—x) = cos (2z) — 2cos (x) = f(x).

I =10;n]
X 0 g T
-1 3
f \ 3 /
4. 2
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Exercice 15/23

Démontrer 17égalité suivante :

cos (x) + cos (2z) + cos (3z) + cos (4z) = 4 cos (g) cos () cos (5;)

Solution :

oste) + s 4 eos@) ¢ sl = e[ )eos (%)

zcos () cos (% ) = 2eos () (con (% ) woos(5)) = 2eos (% )2con (5) cono
=405 (3 ) cos () cos <52”3>

Exercice 16/23

1. Linéariser cos?(x)sin? (x).
2. Linéariser cos?(z)sin ().

3. Exprimer cos (5z) en fonction de cos ().

Solution :

2
1. cos?(z)sin? (z) = (; sin(2x)> = %sinQ(Qa:) = é(l — cos (4x)).

1 1
2. cos3(z)sin (z) = 1 sin (2z) + 3 sin (4z).
3. cos (5x) = 16 cos® (z) — 20 cos®(z) + 5 cos ()

Exercice 17/23

1. Résoudre dans | — m; 7] les équations suivantes :
(a) sin(x) =

(b) cos(z) =

1\3‘ N =
5

(a) sin(x) < —

(b) cos(z) > —

Solution :
1. (a) x:%etx:%
(b) x:%et$:—%
2
(c) m:—getx:—g
(d) z=m
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2. (a) _‘55;—2]
o) |-
() —W,S[U]?,ﬂ[

(d) ] —m;0[U]0; «[

Exercice 18/23

Etudier le sens de variation de chacune des fonctions définies ci-dessous.

2 1
1. h est définie sur [; +oo[ par h(z) = sin ()
s x
o 7T T
2. f est définie sur [0; 5} par f(z) = cos (5 — 456)
Solution :
2
1. h est strictement décroissante sur |—; —i—oo[
T

2. f est strictement croissante sur |0; %}

f est strictement décroissante sur |—; —

3
f est strictement croissante sur ; ]

Exercice 19/23

On appelle sinus cardinal la fonction, notée sinc, définie sur R par :

sin (z)

six#0

1 siz=0

sinc(z) =

1. Montrer que sinc est continue en 0.

2. Résoudre dans R ’équation sinc(z) = 0.

1
3. (a) Démontrer que pour tout z €]0; +oo[, —— < sinc(z) <
x

ISR

En déduire la limite de la fonction sinc en +oo.

(b) En procédant de maniére analogue sur l'intervalle | — co; 0], déterminer la limite de
sinc en —oo.

4. Résoudre dans R les équations suivantes :

1
sinc(x) = — et sinc(x) = ——
x x

5. Visualiser a la calculatrice la courbe représentative de la fonction sinc.

Solution :
sin ()

1. lim

z—0 T

2. 2 =0+knm

=1
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3. (a) Théoreme des gendarmes lin}) sine(x)
z—

=0
(b) Théoréeme des gendarmes liH(l) sinc(z) =0
T—
4. w = +2kn

xz—%—i—?kﬂr

Exercice 20/23

Soit f la fonction définie sur R par

f) = xsin(i) six#0

0 six=0
in (X
1. Déterminer la limite en 400 et en —oo de Sm}g )
2. Etudier alors la continuité de f en 0.
3. Etudier la dérivabilité de f en 0.

4. Visualiser a la calculatrice la courbe représentative de la fonction f.

Solution :A demander si besoin

Exercice 21/23

Soit f la fonction définie sur [0; 7] par f(z) = cos (2x).
1. Etude des variations de f
(a) Calculer f’'(z) pour x € [0;7].
(b) Résoudre sur [0; 7] 'équation sin (2z) = 0.
(¢) En déduire le signe de f’(x) et les variations de f sur [0; 7).

2. Résoudre I’équation f(z) =0

T'e spé

3. Résoudre I'équation f(z) = %
4. Er)éterminer I’équation des tangentes T et 7’ & Cy aux points d’abscisses respectives 0 et
5
9. Eracer T, T' et Cy dans un repere orthogonal, avec comme échelle en abscisse lcm pour
r
Solution :

1. Etude des variations de f
(a) f'(x) =—2sin(2z)

(b) szouxzwoux:g
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0 T
T -
2 T
1 1
-1
(c)
9 =" oug=""
.$—4OUZL‘—4
51

T
3. x=—-—oux=—

6 6
4. y=lety=-1

Exercice 22/23 : *

sin (z)

La fonction tangente est la fonction qui a x associe tan(x) = @)
cos (z

1. Résoudre dans R I’équation cos (z) =0
2. En déduire I’ensemble de définition de la fonction tangente.

3. Montrer que la fonction tan est m périodique.
1l suffit alors d’étudier la fonction tan sur } —g; g [
4. Déterminer les limites de tan(x) aux bornes de 'intervalle.
5. Démontrer que pour tout x € }—g; g [,
tan’(z) = L 1 + tan®(x)
cos?(x)
En déduire les variations de la fonction de tangente.

6. Déterminer les valeurs de tan(0), tan (%) et tan (—Z)

Solution :A demander si besoin.

Exercice 23/23

On considere la fonction f définie sur R par f(z) = e” cos (x). On appelle Cs la courbe repré-
sentative de la fonction f dans un repeére orthogonal.

1. Montrer que pour tout réel x,
—e < f(x) <e€”
En déduire que Cy admet une asymptote au voisinage de —oo. Quelle est cette asymptote ?

2. Déterminer les abscisses des points d’intersections de C; avec 'axe des abscisses.
T
3. On étudie f sur [——;—].
2°2
(a) Démontrer que pour tout réel x on a :

cos () — sin (z) = V2 cos (x + %)

(b) Calculer f'(z), ou f’' désigne la fonction dérivée de f. Montrer que f est croissante

sur [—g; %} et décroissante sur [%, g} Dresser alors le tableau de variations de f.
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On note f” la fonction dérivée seconde de f. Montrer que f”(z) = —2e” sin (). La fonction
f est-elle convexe 7 concave ?

. Justifier que le coefficient directeur de la tangente a C; atteint un maximum en z = 0.

Préciser alors sa valeur.

6. Donner I’équation de la tangente a Cy en O.
Solution :
1. Encadrer le cosinus entre -1 et 1. La fonction admet une asymptote horizontale en —oo
d’équation y = 0 (axe des abscisses).
T
2. x=—+k
T 5 + kT
3. (a) Utiliser cos(a + b) = cos (a) cos (b) — sin (a) sin (b)
(b) f(z) = e¥(cos (z) — sin (z)) = e¥v/2 cos (x + %)
7 s
4. f est convexe sur {—5; O} et concave sur [O; 5}
5. Utiliser les variations de f” et montrer qu’elle admet un maximum de coordonnées (0;1).
6. y=x+1
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